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内 容 人 简介 


本 书 从 状态 空间 和 装 态 方程 出 发 ,将 经 典 控制 理论 和 现代 控制 理论 有 宙 
地 结合 在 一 起 ,简要 而 系统 地 阐述 了 控制 论 的 基本 原理. 爹 书 共 分 六 章 :控制 
系统 概论 ,友人 馈 控 制 理论 ,最 优 控 制 理论 , 非 线 性 系统 ,离散 条 统 和 随机 系统 . 
节 中 者 重 介 绍 基 本 往 念 和 基本 理论 ,并 兼顾 控制 论 在 工程 控制 和 管理 科学 中 
的 费 型 应 用 . 

本 节 结 检 简 明 ,物理 轩 息 请 潭 ,具有 较 好 的 可 读 性 .可 以 作为 理工 科 有 关 
专业 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 教材 或 参考 书 , 也 可 作为 具有 高 等 数学 基 融 的 广 
大 科技 工作 者 ,经 济 工 作 省 和 管理 人 人 员 学 习 控 制 理论 的 自学 书 头 ， 


PDF 文件 使 用 " pdfFactory" “试用 版 术 便 填 Www finepri ht Com cn 


所 
Tl 


本 书 是 在 北京 沛 范 大 学 系统 理论 专业 本 科 庆 管理 专业 研究 生 
《控制 论 》 麻 程 多 年 讲义 基础 上 写成 的 . 它 侧重 于 阔 述 现代 控制 型 
论 的 基本 原理 ,对 于 经 典 的 伺服 控制 原理 作 了 较 多 的 出 节 , 伍 其 景 
基本 的 内 容 疙 然 保 轨 , 一 方面 ,这 部 分 内 容 不 是 现代 控制 理论 可 以 
代替 的 ; 另 一 方面 , 它 又 能 促进 读者 尽 决 建立 起 “自动 补 制 ”的 概 
念 . 本 书 的 转 点 之 一 是 将 经 典 雇 制 理论 在 现代 锭 制 理论 框架 中 ,从 
状态 方程 出 发 演绎 出 来 ,从 而 使 两 者 有 机 池 结 合成 一 个 整体 . 

全 书 共 分 六 章 :控制 系统 家 论 ;反馈 控制 理论 ;最 优 控 制 理论 ; 
非 线性 系统 ;离散 系统 和 随 视 系 统 . 书 中 适当 借鉴 理论 物理 建立 体 
系 的 模式 ,注意 阐述 控制 系统 的 泛 动 力学 过 程 ,同时 又 兼顾 控制 理 
论 在 工程 控制 ,社会 经 济 邵 生命 过 程 的 典型 应 床 . 在 文字 冉 述 上 ， 
注意 到 可 读 性 , 对 于 较 专 门 的 数学 知识 , 书 中 作 了 补充 . 

面 对 着 具有 良好 的 数学 物理 学 基础 而 又 甚至 缺乏 自动 控制 基 
本 常识 的 学 生 , 如 何 开设 一 门 控制 理论 课程 是 一 项 深 索 性 的 工作 ， 
作者 在 成 书 过 竹中 得 到 了 洒 事 们 和 学 生 们 的 鼓励 和 帮助 , 借 此 谱 
表 谢 意 . 

作 者 
1991 年 冬 于 扎 京 
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绪 论 


控制 论 ,就 其 本 来 的 意义 ,是 为 解决 自动 控制 的 工程 设计 的 数 
学 问题 发 展 起 来 的 . 因此 它 和 自动 控制 技术 的 发 展 紧密 相关 . 

早期 的 控制 技术 大 多 应 用 反馈 机 制 解决 定 值 调节 或 者 靖 动 跟 
踪 一 类 问题 ,比如 :动力 机 械 的 转速 控制 ,热力 化 工 系统 的 温度 、 压 
力 控制 ,船舶 与 飞机 的 导航 ,火炮 与 雷达 的 跟踪 和 控制 等 等 . 机 电 
仪表 是 实现 这 类 控制 的 主要 技术 手段 . 自 上 世纪 离心 调 速 器 在 闽 
汽机 中 的 应 用 开始 至 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 控 制 技 术 有 了 不 小 进 
步 . 不 过 从 理论 上 看 ,还 只 能 解决 一 些 比较 简单 的 问题 . 这 -… 时 期 
发 展 起 来 的 控制 理论 不 对 控制 系统 的 内 部 状态 秆 具体 的 研究 ,市 
只 内 控制 系统 的 外 部 联系 上 去 把 握 系 统 的 行为 . 系统 的 描写 采用 
所 谓 * 票 箱 模型 ” 这 样 的 理论 体系 被 后 人 称 为 “经 典 控制 论 ” 

由 于 电子 管 .晶体 管 和 电子 计算 技术 的 发 明科 发 展 ,特别 是 在 
航天 事业 的 推动 下 ,需要 研究 解决 的 和 能 够 研究 解决 的 自动 控制 
问题 越 来 越 复杂 ,于 是 出 现 了 最 优 控制 理论 .随机 控制 理论 . 非 线 
性 系统 控制 理论 和 自 适应 控制 理论 等 等 . 这 一 时 期 发 展 起 来 的 这 
些 理论 统称 为 “现代 控制 论 ", 它 以 引入 状态 变量 和 状态 空间 来 措 
写 控制 系统 为 标志 . 

时 在 本 世纪 40 年 代 , 人 们 就 认识 到 :控制 理论 不 仅 能 够 解决 
自动 控制 的 工程 设计 问题 ,而 昌 还 可 以 用 来 描写 生命 过 束 和 经 济 
发 展 这 类 “信息 的 传递 "起 着 重要 作用 的 领域 . 尽管 这 一 时 期 物理 
科学 的 发 展 非常 瞩目 ,不 仅 成 功 地 解决 了 自身 研究 领域 中 的 各 类 
基本 问题 ,并 且 , 由 于 广泛 的 推广 应 用 ,建立 起 从 宇 观 ,宏观 到 微观 
的 各 种 各 样 的 边缘 学 科 , 诸 如 天 体 物理 学 ,地 球 物理 学 .生物 物 


sa ] = 
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学 和 基于 东 学 理论 等 等 ,同时 还 不 断 地 派生 出 新 的 工程 技术 分 支 . 
但 是 ,控制 论 所 建立 起 来 的 信息 传递 与 控制 理论 并 没有 被 物 理学 
轻易 地 “统一 "起 来 . 维 纳 (. Wiener) 所 出 版 的 闭 名 著作 4 控制 论 》 
CCybernetics”) 着 重 论 述 了 控制 理论 的 基本 特征 . 这 些 特 征 是 区 
别 于 基 它 学 科 , 特 别 是 区 别 于 物理 学 的 . 这 本 书 主要 论 及 了 控制 论 
在 理论 体系 上 的 独立 性 . 

事实 上 ,长 期 以 来 控制 论 只 是 被 当成 一 门 技术 理论 或 者 应 用 
数学 ,很 少 探 讨 它 和 其 他 科学 ,特别 是 物理 学 之 间 的 联系 . 实际 的 
情况 是 ,一 方面 控制 理论 在 不 断 价 鉴 物理 学 的 概念 和 方法 的 过 竹 


中 得 到 了 发 展 . 例如 最 优 控 制 理论 首先 是 弄 监 了 分 析 力 学 中 欧 控 、 


格 朗 日 -一 哈密 顿 理论 ,然后 才 走 上 自身 发 展 的 道路 . 下 如 现代 控 
制 论 中 的 状态 变量 和 状态 空间 约 概 念 正 是 统计 物理 中 状态 变量 和 
相 空间 概念 的 合理 推广 人 们 都 把 维 纳 作为 控制 论 的 莫 基 人 ,但 很 
少 有 人 提起 , 正 是 条 红 电磁场 理论 的 创始 人 麦克 斯 韦 (J. 
Maxweil) 引 人 了 反馈 的 概念 成 功 地 一 明了 蒸汽 机 调 速 器 的 数学 
理论 ,从 而 开创 了 经 典 控 制 理论 . 另 一 方面 ,近代 物理 学 的 发 展 也 
从 控制 理论 中 吸取 了 养分 ,例如 近代 光学 的 重要 分 支 一 一 《信息 光 
学 》, 正 是 物理 学 家 和 控制 理论 工作 者 在 本 世纪 60 年 代 合 作 创立 
的 ,近代 非 平衡 态 统计 物理 的 一 些 非常 活 牙 的 分 支 , 如 耗 散 结构 和 
协 间 学 等 也 从 控制 理论 中 极 收 了 重要 思想 ,产生 了 诸如 "时 间 之 
所 ”的 概念 .伺服 原理 .绝热 消去 法 以 及 线性 响应 理论 等 等 . 在 研究 
脐 科 学 ,人工 智能 .生命 过 程 以 及 社会 经 济 这 些 当 代 科 学 的 重大 课 
题 时 ,物理 学 家 .控制 论 学 者 和 其 他 学 科 的 科学 工作 者 又 “默默 地 ” 
工作 在 -…- 忌 .从 自然 后 学 角度 来 看 以 控制 论 》 和 《物理 学 ?这 两 门 学 
科 婚 互相 排斥 又 互相 联系 .它们 的 相 消 相 长 .相反 村 成 正在 交织 册 
当代 科学 的 交叉 发 展 过 程 中 的 … 幅 辩证 图 景 . 

本 书 试图 在 这 样 … 种 学 科 交 叉 发 展 的 背景 下 引导 读者 掌握 控 
币 理 论 的 最 基本 的 上 内容 . 


= 


i rm 
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第 一 童 ” 控制 系统 概论 


本 章 着 重 介绍 描述 控制 系统 的 数学 方法 . 从 建立 状态 方程 出 
发 推导 出 传递 函数 ,把 经 典 控制 理论 和 现代 控制 理论 统一 起 来 . 简 
要 回 显 了 乞 阵 运算 和 拉 普 拉 斯 变换 . 并 应 用 这 些 数 学 方法 对 线性 
系 条 状态 方程 前 一 般 解 活 作 了 研究 . 最 后 讨论 了 系统 的 可 控制 性 
和 可 观测 性 . 


1 控制 系统 


一 ,基本 概念 

控制 系统 是 人 次 的 一 种 有 意图 的 操作 对 象 . 控制 论 考 眼 于 赋 
究 菜 种 有 意图 的 作用 对 控制 系统 的 行为 造成 的 影响 . 例如 我 们 要 
控制 一 个 化 学 反应 器 的 温度 ,就 要 在 仪表 上 设 定 温度 信号 ,研究 实 
际 湿 上 度 对 设 定 信号 的 啊 应 过 程 ; 如 过 我 们 要 制导 一 个 飞 苛 ,就 要 研 
玫 在 无 线 电 发 送 的 信号 制导 下 飞船 的 行为 ;一 个 教师 在 深 汪 上 讲 
膏 , 要 人 研究 学 生 接 受 了 多 少 , 考 试 成 线 人 怎样 ;一 个 政 主 部 门 推行 茶 
项 政策 ,要 研究 政策 的 社会 效果 , 装 等 . 在 这 里 ,化 学 反应 咒 , 宁 党 
飞船 .教学 班 . 社 会 部 被 看 作 控 制 条 统 .一 方面 它 接 受 控制 信号 ,如 
温度 设 定 值 .制导 讯号 、 授 刘 和 政 芝 征 等 , 称 为 系统 的 输入 量 , 人 简称 
输入 ; 胃 一 方面 它 交 对 这 些 控 币 信息 作出 反应 ,和 如 反应 器 的 实际 温 
度 值 .飞船 的 空间 方位 和 飞行 六 向 ,教学 效果 和 政策 的 社会 效果 等 
等 ,你 为 输出 重 ,简称 输出 ,有 时 也 把 输出 旦 称 为 响应. 

不 加 的 控制 系统 ,输入 量 太 输出 量 的 数目 是 不 同 的 .反应 占有 的 
温度 控制 ,只 有 个 输入 革 和 个 输出 时 ;飞船 的 飞行 行为 ;如果 

.3- 
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不 考虑 转动 ,有 三 个 平 动 


当 由 度 ,输出 至 少 有 三 个 ， 

教学 活动 和 社会 活动 , 情 “输入 | ee Em 
形 要 复杂 一 些 , 具有 一 个 

输入 量 和 一 个 给 出 量 的 系 

统称 为 单 输 入 单 输 出 系 Uy 

统 ,这 种 系统 是 经 典 控制 理论 长 期 以 来 的 研究 对 象 

控制 对 象 的 实际 过 程 常常 要 比 控制 参数 所 反映 的 复杂 得 多 
比如 化 学 反应 器 ,不 只 是 有 温度 的 变化 ,而 且 内 部 进行 着 复杂 的 化 
学 反应 .飞船 行进 过 程 不 只 是 向 目 未 的 飞行 ,还 有 发 动机 的 燃烧 ， 
载荷 内 部 的 运动 和 变化 等 等 ;教学 过 程 和 社会 活动 是 人 的 行为 ,更 
加 复杂 . 为 了 实现 某 种 控制 ,我 们 不 可 能 也 不 必要 事先 全 面 地 详尽 
地 掌握 系统 的 行为 ,而 只 是 需要 建立 同 控制 日 的 相关 的 数学 物理 
异型 来 表示 . 如 果 这 个 模型 在 数学 上 可 用 线性 方程 来 表示 . 就 称 为 
线性 系统 ,否则 就 称 为 非 线性 系统 . 

已 经 说 过 ,控制 对 象 的 实际 过 程 常常 是 很 复杂 的 . 如 -- 个 化 学 
反应 器 , 当 要 研究 温度 控制 时 ,我 们 把 它 当 作 温 度 榨 制 系统 . 实际 
发 生 的 过 程 还 有 压力 ,流量 、 产 额 的 变化 等 等 . 我们 也 可 以 把 它 当 
作 压 力 控制 系统 ,化 学 反应 的 最 优 产 额 竹 制 系统 等 等 . 控制 日 的 不 
司 ,输入 输出 变量 不 同 ,数学 模型 也 不 同 ,这 就 是 我 们 提出 注意 的 
控制 系统 在 概念 上 的 柜 对 性 . 

一 个 控制 系统 ,特别 是 工程 控制 系统 内 部 发 生 的 过 程 常 党 是 
物理 过 程 .如果 施 加 于 系统 的 输入 董 和 系统 作用 于 外 界 的 给 出 量 
都 必 它 们 本 身 意义 下 的 物理 量 ( 不 是 代表 其 他 旦 的 信息 ) ,那么 束 
个 控制 过 程 也 可 能 就 是 -种 纯粹 的 物理 过 程 . 这 类 系统 既 可 看 作 
控制 系统 也 可 看 作物 理 系 统 ,控制 系统 和 物理 系统 在 含义 上 容许 
存在 这 种 交 近 ,使 得 一 些 纯粹 物理 过 程 可 以 当 作 探讨 控制 理论 的 
例子 ,特别 是 使 已 经 成 热 的 物理 学 的 理论 框架 可 以 作为 深 制 理论 


"1 


一 
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发 展 过 程 中 的 一 种 借鉴 . 

二 系统 的 描写 

经 典 的 伺服 理论 通常 只 研究 系统 的 输出 和 输入 的 垢 王 关 系 ， 
并 不 涉及 系统 内 部 的 状态 . 这 种 数学 模型 把 系统 内 部 看 成 一 个 人 
们 并 不 了 解 的 黑箱 , 称 为 黑箱 模型 ,如 图 1-2， 

对 于 比较 复 薪 的 系统 ， 
输入 和 和 输出 常 带 通过 系统 内 
部 的 某 些 特征 量 要 工 联系 . 
能 够 完整 描写 系统 内 部 状态 
的 独立 变量 称 为 状态 变量 . 阁 1-2 黑箱 模型 
状态 变量 的 选择 不 是 了 唯 … 
的 ,可 以 通过 一 定 的 关系 开 
相 丢 摘 . 

图 1 3 表示 一 个 多 输入 

多 町 吉 系统 . 在 此 图 上 ;输入 
奖 ( 才 册 ) 才 示 答 入 变量 的 集 图 13 系统 的 凑 坪 
人 台 , 输出 端 t 石 端 ) 家 示 输 出 : 
变 世 的 集合 ,状态 变量 的 集合 包含 在 系统 的 内 部 ,一 般 通 过 给 出 变 
其 作 玫 于 系统 的 外 部 ,把 这 些 党 其 的 集合 用 向 量 来 表示 时 ,数学 的 
处 理 将 比较 方便 , 设 输入 变量 .输出 变量 和 状态 变量 的 集合 中 ,各 
自 的 变量 数 分 别 为 m,n. 则 输 入 安 基 的 集合 可 用 输入 向 晤 上 & 表 
示 ( 小 写 黑体 宁 葵 表示 向 电 , 下 同 )， 


| us 


a ‘1.1)} 


| 
简 击 变星 的 集合 可 用 输出 向 量 y 表 东 ， 


tis) 
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ls C1.2) 
民间 
状态 疏 量 的 集合 可 用 状态 同 量 x 表示， 
= 
| C1. 3) 


央 轩 时 

这 些 变 基 - - 般 随 时 间 而 变化 . 所 以 上 .7 是 时 间 的 函数 . 在 所 
有 时 刻 t 中 ,输入 回 量 # 的 一 切 可 能 取 值 的 集 台 构成 了 输入 问 量 
空间 .同样 ,在 所 有 时刻 + 中 ,输出 向 量 y 和 状态 疝 量 x 的 一 殷 可 
能 有 取 值 的 集合 构成 了 输出 向 量 空 间 和 状态 向 量 空 间 ， 


3 2 状态 方程 


控制 的 状态 方程 可 以 参照 物理 过 程 的 状态 方程 来 建立 . 为 此 
先 介绍 力学 系统 的 状态 方程 
一 ,力学 系统 的 状态 方程 
对 于 最 简单 的 力 字 系统 一 … 质 点 ,通常 用 坐标 x 种 动量 pp 来 
描写 系统 的 状态 . 由 于 动量 的 定义 为 
Se (2. 1) 


质点 运动 所 满足 动 方 革 方程 为 

a Fd (2. 2) 
根据 式 (2.1) 和 (2.2) 描 写 质 点 运动 的 状态 变量 7 和 应 满足 太 
得 组; 
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| T= p/m 
| FF = F(x,t) 
对 于 一 般 的 力学 系统 ,假定 还 受 有 某 种 约 划 ,只 要 系统 所 受 的 
作用 力 是 有 势 的 ,就 可 以 写 出 相应 的 哈密 加 男 数 地 (p,q), 这 时 
摘 写 系统 的 状态 变量 为 广 闵 坐标 g; 和 广义 动量 疡 ,它们 满足 哈 窗 


(2. 3) 


顿 正则 方程 
a 
| Hi -一 2p. 
(f= 2 on) (2. 4) 
和 
这 是 有 势力 场 中 的 力学 系统 的 状态 方程 . 


由 于 哈密 顿 理论 对 经 典 物 理学 各 分 支 痢 能 下 用 ,因此 , 式 
(2. 4) 也 适合 于 电 瑟 学 ,热力 学 等 领域 . 

在 最 …- 般 总 浆 下 ,系统 所 受 的 力 不 一 是 是 有 括 力 .这样 的 系统 
可 以 引入 广 文 动能 了 (pp 和 三 态 和 人 站 对 应 于 式 (2. 4) 应 


pp 
, 
oi Er 
(rs Lely my {2.5) 
- a 
Pr w. 1 0 


二 .控制 系统 的 状态 方程 

赫兹 的 工作 表明 , 形 如 式 (2. 4 的 下 则 方程 , 作 某 种 八 换 ,可 使 
义举 标 变 为 广义 动量 ,而 原来 的 广义 动量 则 处 于 广 闵 华 标 的 位 
避 ; 因 此 就 最 -- 般 意义 而 日, 接 写 系统 状态 的 两 种 变 避 , 即 [ 义 华 
标 和 广义 动量 之 问 没 有 严格 的 区 分 .在 控制 理论 中 用 同一 个 符号 
i 来 表 7， 

为 若 容 最 ~- 般 力学 系统 ,控制 理论 将 状态 方程 写成 如 下 形 


Yr 


中 | 二 
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式 : 
a A (一 2 (2.,6) 
来 表示 . 式 中 x 表示 所 有 状态 变量 的 集合 Cr yxas" Xe). 这 是 一 
个 向 量 .z 为 外 界 对 系统 的 作用 的 集合 (easy…zo) .对 广 浆 力学 
系统 而 言 ,这 是 三 让 力 , 对 于 控制 系统 ,这 是 控制 变量 或 称 加 入 变 
量 .#w 也 是 回 量 . 
式 (2.6) 给 出 了 描述 控制 系统 状 仿 方 程 的 理论 恒 业 . 显 沼 ,不 
管 是 方程 42.5) 的 第 一 式 的 广义 坐标 方程 还 是 第 一 式 的 广 允 动量 
方程 都 能 和 它 相 答 .更 简单 的 方程 人 42. 3}) 和 和 (2. 4) 自 然 也 与 它 人 符合. 
根据 31 中 输入 向 量 . 输 出 回 量 和 状态 回 量 的 定 尽 , 即 趟 
C1.1)--(1.3); 由 #8 个 方程 构成 的 方程 组 式 (2,6) 可 写成 所 全 上 形 
式 .; 
XU) = frist) (2,7) 
上 式 就 是 通常 意义 下 的 控制 系统 的 状态 方程 . 每 个 其 体 的 控 
制 系统 ,上 式 右 边 有 相应 的 县 蛋 的 丽 数 形 陈 ， 
系统 的 状态 变量 凑 定 于 系统 的 内 部 过 程 .这 些 变 最 不 -一定 肯 
接 作 用 于 外 界 而 能 够 被 观测 . 为 广 实现 其 种 控制 意图 ,有 时 记 一 :十 
需要 直接 观测 这 些 显 . 一 般 地 说 控制 系统 的 输出 《被 观测 主 ) 和 状 
态 变 量 有 荣 种 函数 关系 ,写作 
KE 一 BCX ,1) (2, 8) 
为 一 般 起 风 ,g 了 世 和 包含 控制 变量 妈 . 
将 式 (2.7) 和 (2.8) 联 立 在 一 起 ,并 用 大 写字 母 表 孙 右 过 的 问 
其 函数 关系 ,有 . 
iE) 一 Fx,n tl) {2.9) 
\ PAE) OO Xt) a 
式 (2.9) 称 为 控制 系统 的 状态 方程 ; 式 2.10) 称 为 输出 方程 . 两 者 
联合 起 来 称 为 系统 的 控制 方 种 组 . 


= 名 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www fineprint, Com cn 


三 ,线性 控制 系统 的 状态 方程 
刀 采 式 (2. 9 和 (2. 10) 右 过 可 以 和 表示 为 工 和 中 的 线性 郴 效 , 即 


一 人 十 BONu tr) {2.11» 
| yy) = Cx) Deru) C2, 12) 
则 由 这 样 的 方程 上 甩 描 写 的 控制 系统 称 为 线性 系统 ;方程 中 x(f)， 


Hi) y(t) pl 维和 癌 量 ;A 中 ) 称 汶 (in Xn) 系 统 算 阵 '( 系 数 
指 阵 ) ,B80 和 2) 称 为 tn XX 四 控制 夫 阵 ( 驰 动 中 阵 } ,C0) 称 为 (rmxn}) 输 
上 出 矩阵 .DP 人 和 称 为 (mx 站 传递 算 阵 . 

-一般 地 说 ,系统 矩阵 A402 ,8(2D CCD ,DLf) 是 时 间 的 函数 .这 


本 2 性 下 纺 误 ! 二 全 由 三 这 
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显示 了 状态 空间 法 的 一 般 性 .下面 举例 说 明 . 


[例题 1] 试 求 出 用 三 阶 微分 方程 
Pe 
[ 钾 3 首 先 选 择 状 态 变 量 zt zzCty zstt 为 
Tt] = rt) 


Tt) 了 一 工人 
Tt 一 人 
代入 了 这 样 的 状态 变量 后 可 将 原来 的 方程 改写 成 
aTtatt} 十 Pratt) -HF erstt) + AT) = 了 人 
经 过 整理 ,可 变 成 下 面 的 样子 : 
Ct) = Xt) 


alt st) 


把 上 面 的 三 个 式 子 用 向 量 的 形式 表示 时 ,就 成 为 
“1017 | 1 Fr C0) | 
= | . . eo Ee a 
. ad € 了 
Le, (Ff) 一 本 一 ee > pl 3 CF) a | 
这 就 是 说 :状态 方程 为 
Xi 二 Bu(i) 
式 . 中 
| 0 1 0 | | 
| 0 已 1 ，; R= | 门 
可 :1 
I a a La 
[ 例 呈 试 求 出 国 2-1 所 示 LRC 电 联 电路 的 状 恋 方程 和 和 町 出 方 
二 ]e 本 
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程 ， 
[ 解 3 电 幢 鸣 电流 和 电压 间 有 二 曾 的 关系 式 


LE + Rd) + EliC)dt = cil) 
更 在 把 这 个 电气 回路 当 作 一 


个 系统 来 研究 . 令 输 入 变量 
为 et 输出 莓 恋 为 已 导 ) ， 
并 选择 状态 变量 为 gt) = 
icqr 和 iC) .采用 以 前 的 
符号 ,输入 变量 #0 .输出 恋 

其 ?00 以 及 状态 变 证 分 别 为 

TOE 利 | Tstz 部 


攻 2-1 LRC 串联 回路 
utty ee, {+) 
yy ee.(t) 
x =qtt} = jpd 
Tht) Gt} = tt) 
可 得 到 下 面 的 式 子 
TF) = rt) 


. 下 | 


vit} = 去 工 (£) 


用 问 镭 来 表示 这 时 关系 时 ,有 


"1 
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加 1 T(E) 
年 ks oo, 
系统 的 状态 方程 和 输电 方程 分 别 用 下 面 二 式 表示 
Xe) = ft) 十 有 Cr 


FO) 一 人 
式 中 
( | 和 A 
Xlr) = 二 I 
-0 -头子 
ce- 
五 一 |: = 
过 和 
| 工 


如 果 把 玉 两 端的 电压 etz) 也 当 作 输出 来 研究 时 , 令 
Vtt) = elf) 
Mett) = ett) 
全 出 方程 就 可 表 坟 为 下 而 的 向量 形式 
R- 


Ty (rf) 加 DD 
区 。 


Ly rt) Es 人 EC 


在 前 面 的 讨论 中 ,为 了 便于 理解 ,我 人 根据 力学 上 状态 方程 形 
式 , 提 出 了 控制 系统 状态 方程 应 具有 的 基本 形式 ,这 只 中 问题 胸 一 
个 方面. 因为 控制 系统 毕竟 不 是 (至 少 不 完全 是 ) 物 理 系 统 ,控制 系 
统 的 状态 方程 在 舍 义 上 可 以 和 物理 上 十 分 不 同 ,比如 我 们 不 能 要 
求 控制 又 统 的 状态 空 量 象 经 典 力 学 系统 那样 由 锥 标 和 动量 两 者 成 
对 地 描写 . 特别 是 出 于 控制 系统 的 确定 与 控制 日 的 有 着 | 分 索 密 
的 联系 ,站 ~ 过程, 眉 据 不 同 的 控制 目的 ,所 要 选择 的 控制 变量 、 输 
出 变量 和 状态 变量 可 以 | 分 椒 问 .一 些 因 素 . 呈 要 在 及 讨论 的 场合 
下 .不 起 重要 车 用 ,就 可 能 被 栈 去 ,这 也 其 曾 “ 节 站 经 强 遍 过 的 控 

. 13 ， 
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制 系 统 在 概念 上 的 相对 性 . 

简 言 之 ,我 们 依据 经 典 力 学 系统 的 状态 方程 ,提出 了 控制 系统 
的 状 息 方程 ,但 是 我 们 又 不 车 把 控制 系统 的 状态 方程 局 限 十 经 典 
力学 的 含 父 上 . 


3 3 ” 算 阵 运算 


如 此 所 述 , 控 制 系统 的 状态 方程 是 一 阶 癌 量 微 分 方程 . 为 了 便 
于 理解 正文, 下 面 简 要 回 申 移 阵 的 基本 知识 . 


一 .矩阵 的 种 类 z 
淖 阵 是 由 1 行列 排列 面 成 的 长 方形 阵 . 一般 用 太 写 黑 导 字 

来 表示 , 审 阵 和 4 可 写成 
EE ea 


i Hn 
au 十 定 阵 的 元 素 . 有 时 也 把 这 个 矩阵 简写 成 [ej]j 或 4 二 [asi.m 行 
x 列 构成 的 第 阵 叫 (天 和 m) 定 阵 . 和 性 别 在 吉 ==# 时 , 术 为 方 阵 . 而 > 
是 方 泗 的 维 数 . tm xX1) 夭 阵 叫 做 mw 维 庆 定 阵 ,; 或 吉 维 ( 麟 | 可 量 ， 
常用 下 式 所 示 的 小 写 黑体 字 表 示 . 


“二 二 | 国 卫 (3.2) 


上 比 外 , (1 Xn) 窍 阵 称 为 # 维 行 矩 阵 , 或 nn 维 行 向 盟 . 列 癌 盟 可 简单 
地 称 为 同 量 , 阿 量 的 元 素 则 叫做 分 量 . 

仅 由 元 素 a 构成 的 方 阵 叫 对 角 喷 阵 . 对 用 下 阵 的 对 角 线 以 外 
的 元 素 全 部 为 地 . 对 角 线 了 的 元 素 痢 等 于 1 的 对 角 算 阵 称 为 单位 


+ ]3+ 
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韦 阵 ,用 符号 工 表 示 ， 


和 0 0 
Io 1 + 0 
一; ， {3.3) 


LN 0 + 1 
元 素 信 为 等 的 宜 阵 叫 次 秆 阵 ,用 0 表示 .把 Cmxn) 窍 阵 有 4 的 行 和 
放电 换 语 攀 成 虹 txx wD 于 阵 吕 做 4 的 转 回 矩阵. 用 4 表示. 如 果 
5 是 2 维 表 回 量 , 则 ww’ 就 是 维 行 向 量 . 

4 一 4 的 窍 阵 叫 对 称 和 矩阵 . 换 句 话说 ,4 全 元素 和 人, 站 元 素 
相等 ,也 就 是 ax 一 ar 对 下 一 1 2 nm) 的 方 阵 称 鸭 对 称 算 阵 , A 一 
一 要 的 失 阵 叫 友 对 称 和 矩阵 . 它 是 as 一 一 an 一 1 2 0) 的 方 
阵 . 其 对 钊 线 元 素 全 部 为 索 . 

两 个 给 阵 4 和 下, 只 有 在 它们 的 行 数 和 列 数 分 别 相等 ,对 应 的 
元 素 也 分 别 相 等 时 , 称 A 和 B 是 相等 的 ,写成 4 二 8. 

二 .和 扼 阵 的 运算 

1. 矩阵 前 根 加 和 相 减 ”对 两 个 (Xi 矩阵 4= Fa 天 如 一 
[Lo i: 则 == [Cai 土 642 称 为 4 和 8B 的 和 或 差 ,可 写成 

C 一 点 士 吾 

六 本 一 定 昌 等 于 .但 矩阵 4 和 号 如 果 不 是 同样 的 (可 xz) 抵 
阵 . 则 相 加 和 和 相 减 名 没 有 意 浆 ， 

从 炬 阵 和 的 定义 很 容易 戎 演 下 列 和 省 式 是 成 辽 的 : 

入 十 如 一 呈 十 4 和 的 区 换 法 则 ) C3.) 
[和 十 昌 ) 十 忆 二 十 (8 十 品种 的 结合 法 而) (3.5) 

对 于 等 矩阵 ,下 僻 的 关系 是 显然 的 : 
和 二 0 二 0 十 及 一 玫 (3.6) 

2. 矩阵 和 标量 的 莱 积 ”把 窟 阵 和 4 的 所 有 尼康 邦 增 加 4 和 倍 而 
得 芍 害 阵 , 称 为 a 和 4 的 标量 积 , 写 成 a4. 

显然 ,直面 的 关系 是 成 立 的 . 

. 14 ， 
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(a 十 BA 二 aA 十 B54 《3.7) 
(tabaA = atha) {3.8) 
a(A+ B=a4+aB (3.9) 
3. 抵 阵 和 息 阵 的 乘积 《Xi 于 了 曙 4 和 人 妇 和 关门 证 阵 闻 的 磁 
和 和 是 (aaX 站 证 阵 , 它 的 元 束 cr 可 表 拓 为 
ca = Paibn = dnb ab -ant (3.10) 


2 三 1 


C= AB={[Y ,abn] . (3. 11) 


[ 例 
ri | — 1 0 十 2 一 1 十 4 ?十 人 07 
Lo 7 2 0 0 二 +4 一 3 十 8 6 十 0 
2 3 | 
[4 5 62 
关于 往 侨 的 积 48 ,应 特别 注意 的 是 ; 仅 当 6 的 列 数 和 8B 的 行 
数 相等 时 .AB 才 有 定义 . 社 且 ,#4 和 如 的 积 48 与 8 和 A 的 积 BA 
- 般 是 不 相等 的 . 此 外 ,48 二 9 涉 -… 定 意味 着 4 一 0 或 县 一 0 鼻尖 
0.80 而 48 二 0 时 , 称 和 .为 誉 因子 .特别 当 48 一 Ba 时 , 称 妇 4 
和 BB 是 可 交换 的 . 


[ 例 和 2 
5 1 1 
| 
lb -2 6 
ro ? 人 | 
万 4 一 二 | -二 AB 
|, i 时 2 | [2 2 
[ 例 3] 


| | 1 |= 1， | 


| 一 1】 
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关于 乱 阵 的 积 有 下 面 儿 个 公式 . 


ArBC) = CABIC 《 租 的 结合 法 则 ) i3.12) 
AtB + C= AB AC 

时 式 WW 3, 13 
a ( 积 的 分 配 法 则 》 上 ) 
AB}Y = BA ( 积 的 转 管 》 {3,. 14) 
1T4 一 47 一 4- 《和 单位 矩阵 的 滋 积 X3. 15) 


4. 矩阵 的 微 积 分 ”把 矩阵 , 害 阵 的 和 与 算 阵 的 积 对 标量 来 第 
分 时 ,可 按 普通 的 微分 概念 进行 类 推 . 例如 , (mx 台 窒 阵 4(22 ,如 
它 的 元 素 au() 对 标量 4 是 可 微分 的 , 则 40 对 + 的 微分 可 定义 如 


下 : 
。 本 de {EY 
A401) = 于 4( 一 | (3. 16 
由 此 ,显然 有 
FCAQ) 十 BG) = AQ) + BU) (5. 17) 
[A() BO)] = ABO) + ABG) (3. 18) 
相应 地 , 算 阵 的 积分 定 关 为 短 阵 每 个 元 素 的 积分 : 
[Ad = aa td £3. 197 
G 


5. 矩阵 的 分 块 ”用 几 根 维 线 和 横 线 来 分 制定 阵 4, 被 分 割 出 
来 移 每 一 块 因为 其 元 素 也 排 成 个 长 方 拱 , 所 以 也 可 看 作为 一 个 
矩 车 . 把 这 种 分 割 出 米 的 算 阵 叫做 4 的 子 短 阵 . 例如 , (3X 引 下 阵 
是 按 下 面 的 方法 分 割 时 ,可 写成 由 子 矩 阵 4 ,4 44 所 构成 的 
(2X2) 和 矩阵， 


| ay I- 
可 和 洋 ,分 割 13 关 3 证 阵 呈 ,可 做 成 一 个 人 2X20) 下 阵 . 
。， 1 站 ，。 
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bu :bs bs I 
re 
几 子 窍 阵 可 将 和 矩阵 起 和 好 的 和 或 积 表 示 成 下 列 形式 
态 | 十 是 六 ,十 | 
Es, 肯 , 十 吾 ， 
B+ AB, AB,+ pd 
AB, AB, AB, + AB, 
但 是 ,这 种 分 割 应 使 上 面 英 式 右 边 的 和 以 及 积 的 运算 有 意义 . 
三 ,行列 式 和 道 阜 阵 
1. 行列 式 ” ”nxn) 害 阵 4 的 行列 式 可 宣 成 


| Rn 


4+B=| 


AB=| 


| a gn | 
EE (3. 20) 


这 称 为 # 阶 行 列 式 . 行 刚 式 ,4| 可 这 样 米 计算 :每 次 从 行列 式 i4| 
的 各 行 和 各 列 中 仪 选 出 -… 元 素 而 作出 nn 个 元 素 的 乘积 ,所 有 可 能 
的 这 种 站 个 元 素 飞 各 的 代数 和 就 是 |4| ,而 每 项 乘积 前 面 是 下 号 
或 负 号 , 则 根据 下 面 的 规则 来 决定 :把 所 选 出 的 闫 个 元 素 从 第 1 行 
的 元 素 开 始 ,顺序 地 排 第 2 行 ,第 3 行 ,…, 第 rr 行 的 元 素 . 例如 
1 a 接着 注意 各 元 素 所 在 列 的 数字 . 如果 小 和 鸭 数 字 前 
面 是 比 它 大 的 数字 ,就 说 有 一 个 道 序 . 当 n 个 元 素 乘 积 的 逆序 数 是 
偶数 时 ,就 在 这 个 履 积 胡 前 面 吉 下 号 . 及 之 ;是 奇数 时 就 加 人 负 续 .人 简 
如 ,gy ytazyea 列 的 数字 分 别 为 3.2.1, 这 样 .2 的 前 面 是 3,1 的 前 
面 是 3 和 2. 于 是 道 序数 为 3. 所 以 这 个 积 的 前 面 应 加 负 号 . 
[ 例 4 了 7 计算 行列 式 
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il 这 1 这 1 


| 是 | = i dr 23 
1 上 全 33 证 33 


[ 解 ] 从 14 1 的 各 行 各 列 中 仅 选 出 1 个 元 素 ,作出 所 有 可 能 的 3 


个 元 率 的 乘积 及 其 符号 如 下 | 
积 他 序数 科 叶 
Qi dss A 0 下 
人 11 全 2 信和 1 
t 敢 1 如 如 ] 
i 2 二 
A He 和 2 
A al ee: 一 


于 基 ,j4| 可 计算 如 下 : 
| 是， =andadss 十 dread i i 
一 (Caldas 十 dadattss + dd eat) 
2 阶 行 列 式 要 有 mi 个 乘积 组 . 当 n 一 2,n 一 3 时 的 简便 计算 方法 是 
大 家 油 花 的 ， 
行列 式 的 下 面 一 些 性 质 , 这 蚌 拓 行列 式 的 定义 导出 来 的 . 它们 
不 位 作为 行列 式 的 性 质 有 重要 意 儿 ;而 且 在 实际 计算 行列 式 时 也 
很 有 用. 
(21) 行 和 列 互 换 ,行列 式 的 值 不 变 . 
(2) 任 八 两 行 (或 列 ) 五 换 , 行 列 臣 的 值 仅 变 号 . 
(3) 两 行 (或 列 ) 相 等 的 行列 式 等 于 鹤 . 
i 《4 行列 式 中 某 一 行 5 或 列 ? 的 各 元 素 增 加 a 情 ,行列 式 的 值 也 
增加 < 悦 ， 
' 5) 行列 式 中 的 某 一 行 ( 或 列 ) 的 各 元 聚 如 是 两 个 数 的 和 , 则 此 
行列 式 可 表示 为 两 个 行列 武之 和 .这 两 个 行列 式 是 这 样 构成 的 :把 
昌 18 下 
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原来 行列 式 中 各 元 素 是 两 数 之 和 的 那 行 (或 列 ) 拆 开 , 分 别 写 在 这 
两 个 行列 式 中 能 相同 行 (或 列 ) 中 ,而 其 它 行 (或 列 ) 不 杰 . 
(6) 行 列 式 中 的 革 一 行 (或 列 ) 乘 上 a 再 加 到 其 它 行 (或 州 ) 上 ， 
行列 式 的 值 不 变 . 
2. 子 行列 式 和 余 因 子 ”把 # 阶 行列 式 14 | 第 ; 行 和 第 有 列 去 
掉 抹 得 到 的 (x 一 二 阶 行列 式 用 Ms 来 表示 ,zs 是 做 元 素 a 的 于 行 
列 式 或 |4 | 的 (x 一 1 阶 子 行列 式 . 例如 ,三 阶 行列 式 为 


斌 ]| 于] 人 1 


Ms 一 


dal dr! 


. 好 3 
在 | 起 | 的 子 行 列 起 中 , 它 的 对 角 线 元 紊 仍 是 |4: 的 对 骨 束 元 如 的 子 
行列 式 ,; 串 和 做 14: 的 主 - 字 行列 式 ， 

对 于 天 阶 行列 式 |14j ;这 康 a 的 子 行列 式 写 成 W: 时 , 则 下 式 


所 未 的 A 
4 一 【一 1 (3. 21) 
是 做 a 的 余 因 子 ( 代 数 侠 子 式 }.n 阶 行列 式 14| 可 用 余 四 车展 开 
如 下 : 
1 一 uaa4k  〔 行 展 开 )， (3. 22) 
|41 = Ss 《 列 展 开 ) 《3. 23 


式 (3. 22) 中 的 ;或 式 (3. 23? 中 的 让 可 分 别 取 1 到 ?之 间 的 慎 意 
数 . 拒 行 列 式 j4j 接 式 53. 22)? 展 开 称 为 对 第 :上行 展开 ,而 把 按 了 《3. 
23) 懂 并 称 为 对 第 列 展 开 . 

也 行列 式 的 性 质 53) 可 知 导 天 下 时 ,有 
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,wd C3. 24) 
了 :| 


六 二 《3. 25) 
Ee 
内 克隆 内 克 符 号 (kronecker delta)6,. 可 将 式 (3,22) 利 式 (3,23) 
表示 如 下 : 
ii = Gi | 【3.。 2 ) 
= 
2 = 0 |A| 3. 27) 
“1 


3. 伴随 抵 阵 和 道 矩 阵 若 矩 阵 8 一 [54j 的 元 素 和 和 余 因子 4 
的 关系 为 Bi 二 A 则 称 五 为 4 的 伴随 符 阵 , 记 作 
A A i 
Asy Ay oe As 


显然 ， 

B= A = CA ,2 
把 式 (3. 26) 或 式 (3. 27) 所 表示 的 关系 式 用 伴随 矩阵 4 和 单位 第 
阵 了 来 表示 ,可 得 到 下 面 的 等 式 


同一 则 4 二 |A4|7 (3. 29) 
当 有 及 隆 0, 把 式 (3.29) 两 边 用 14 | 来 际 时 ,就 得 到 下 式 
A 
驴 J i (3. 30) 
对 于 维 定 的 矩阵 4, 如 存在 满足 下 司 关 系 
A 二 J (3. 31) 
1 
5 一 人。 了 中 
"0 
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的 征 阵 天 , 则 第 阵 下 叫做 4 的 逆 筷 陆 , 瑟 成 4 也 就 是 有 


AA"1 二 A II 一 了 (3. 32) 
从 式 (3.30) 可 得 
二 二 证 从 CiA| 关 0) 
由 于 式 (3. 28) ,上 式 也 可 写成 
各 -1 = 全 (3. 33) 


| 关 0 态 是 入 的 递 答 阵 存 在 的 必要 和 充分 条 件 .这 种 有 逆 潮 阵 
的 矩阵 称 为 非 奇 异 和 矩阵 . 委 实 上 ,读者 可 以 直接 从 式 (3. 26) 导 出 式 


CY. BY, 
对 于 首 挫 阵 有 下 面 风 关系 式 ; 
站 ,C 是 相同 维 数 的 非 竣 异类 阵 时 ,有 
A Cy 
4 是非 奇异 矩阵 时 
Ia = 1i4| (3. 35) 
(4-1)- 一 和 人 
(47) :一 《4-07 (3 
设 在 是非 冶 蜡 簿 阵 , 且 对 zt 可 被 分 , 则 有 
人 [41 = A-'A(Q)A-! 1) 《3. 38) 
.矩阵 的 和 转 征 值 和 特征 方程 


到 现在 为 止 ,我 们 仅 就 实数 进行 了 讨论 ,今后 ,如 不 特别 预先 
声明 ,所 讨论 的 数 假 定 是 复数 . 对 方 阵 4, 如 存在 满 丘 
AxX = Ax {3. 39) 
的 数 4 和 不 为 0 的 问 量 x 时 ,把 4 称 为 4 的 特征 值 ,而 过 称 为 属于 
特征 A 的 特征 向 鞍 .x 如 是 特征 向 量 ,c 是 任意 的 数 . 则 cx 还 是 特 
征 河 量 . 
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是 然 , 式 (3. 39) 可 以 写成 
iA -AT =0 (3. 40) 


满足 上 式 的 不 为 D 的 向 墅 xx 其 存在 的 必要 充分 条 忻 为 : 
上 4 一 好 | 一 0 (3. 41) 


如 果 害 阵 妨 的 维 数 为 n, 则 根据 行列 式 的 定 头 , 式 (3.41) 是 A 的 
次 代数 方程 式 . 它 具有 个 根 (r 重 根 算 作 > 个 根 ). 因为 这 些 根 是 
4 的 特征 值 ,所 以 4 的 特征 值 的 数目 当然 等 于 4 的 维 数 . 

式 43.41) 友 做 4 的 特征 方程 式 : 而 它 的 严 近 则 叫 4 的 特征 多 
项 式 . 

. i | 9 1 PE 

[ 例 5J 试 束 出 方 了 4 一 | “”，。 | 的 特征 方 各 式 , 特 征 值 和 名 
特征 但 的 特征 同 量 . 

[ 解 ] 4 的 特征 方程 为 z 
一 凡 1 人 
l= 


因此 它 的 特征 值 是 7 利 一 i. 为 了 求 得 i 的 特征 问 量 ,根据 式 (3. 39) 


可 得 
有 1 中 1 We 1 
用 1 ,| 加 7 
也 就 是 解 出 下 式 即 可 
因为 把 第 - 式 乘 上 ;后 就 得 到 第 一式 ,所 以 仅 注意 第 一 式 即 可 . 令 
- ] - 
盖 . 则 二 一 忆 因而 ,属于 ;的 特征 向 量 是 < | ,| ,< 是 任意 数 . 辣 


1 
翌 , 属 于 一 7 的 特征 向 若是 4 | ”，,， 过 是 任意 数 
下 面 再 列 出 几 个 与 本 池 有 关 的 定理 . 
(1)4 的 特征 值 和 4” 的 特征 值 是 -- 样 的 . 
* Pos | 
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(2)4 是 实 对 称 所 阵 时 ,其 特征 值 全 部 是 实数 ， 

(3) 姐 六 是 = 维 非 奇 异 算 阵 , 则 严 -44P 的 特征 值 和 4 的 特征 

五 .二 次 型 

?个 变量 ,zz 的 二 次 齐 次 多 项 式 

全 =auTi 十 doryrs 十 十 站 全 | 全 中 tt) 十 oa 十 
人 

十 式 称 为 二 次 型 ,ai 是 二 次 型 的 系数 ,并 设 es 一 an 可 将 二 次 型 篇 
写成 


Os > (3. 43) 

上 和 式 避 朵 对 称 叫 阵 4 一 [ea 和 4 维 列 回 量 xx 表 冰 如 下 ， 
全 一 4 (3. 44) 
当 式 (3.43) 用 式 (3. 44) 那 样 的 短 阵 符号 表示 时 ;二 次 型 信 研 究 就 


非常 容易 . 

二 深 型 在 全 究 控制 系统 的 稳定 性 和 最 优 控 制 理论 时 常 被 用 
到 . 我 们 来 简单 研究 一 下 一 次 型 的 性 硕 . 

首先 ,把 一 次 开外 = >veanre 考虑 为 zrayzro 的 天 数 ， 


如 已 恒 等 于 零 , 则 它 的 所 有 系数 金 为 专 . 这 -点 ,只 要 把 和 对 六、 
rs 仿 微 分 , 芭 可 看 清楚. 
FQ 
- rds 
利用 这 个 性 质 3 当 两 个 次 型 总 .站 作为 1 的 溺 数 5 取 
值 忆 等 时 , 则 它们 的 系数 完全 相同 . 也 号 尼 , 当 . \ 


和 
QO= Yanrize 
ra 此 一 


一 和 十 让 有 二 0 一 


四 
~ 
总 == Yr 
| 有 


时 及 分 于 
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可 得 
名 一 名 一 KG 一 一 Un 一 问 


二 1 


根据 前 面 的 性 质 ,就 得 到 
因此 可 以 说 ,研究 对 称 矩 阵 4 的 性 质 和 研究 二 次 型 x*Azx 的 
性 质 是 完全 相同 的 . 


对 二 次 型 4x 进行 线性 变换 x 一 户 , 化 为 下 式 
xrrAx = (Py APy = (yP APY 一 y PITAP)Y 
凤 用 这 个 线性 变 挽 ,使 二 .次 型 的 系数 矩阵 由 A 变 为 P74P. 
往往 把 矩阵 4 的 坎 称 作 二 次 型 zax 的 秩 , 如 果 二 次 型 名 = 
x 4x 的 秩 为 +, 则 用 证 当 的 正则 矩阵 了 进行 线性 变换 z= 二 Py, 可 
和 将 已 化 为 下 式 
人 = 十 二 (a0 【3. 45) 
上 式 称 为 二 次 型 包 的 标准 形 . 

x Ax 对 工 二 0 雇 外 的 一 切 z 都 取 正 信和 时 , 则 二 次 型 xAx 叫 正 
定 的 . 如 果 xr4x 对 一 切 x 不 取 负 值 , 且 有 不 为 0 的 x 使 YAx=0， 
则 二 次 型 erax 及 其 系数 征 阵 A 叫 准 正定 的 . 对 负 定 或 准 负 定 亦 
可 下 同样 的 定义 . 

二 次 型 zz 或 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 条 件 有 下 面 两 种 形式 ， 

(1) 二 次 型 4r 或 对 称 征 阵 4 为 于 年 的 必要 充分 某 件 是 有 4 
的 一 切 特 征 值 都 是 正 欧 .而 xrax 或 对 称 和 矩阵 4 为 准 正定 的 必要 
充分 条 件 是 点 的 一 切 特 征 值 不 为 负 , 并 且 至 少 有 一 个 特征 值 竺 于 
零 . 

(2) 二 次 型 x Ax 或 对 称 矩 阵 4 为 正定 的 必要 充分 条 件 是 4 
的 一 切 宇 子 行列 式 为 正 ( 塞 尔 维 斯 定理 )， 

根据 中) 的 判定 法 ,在 4 的 维 数 较 高 时 ,用 起 来 比较 困难 ,而 
C2) 的 判定 法 计算 比较 方便 . 判定 负 定 时 ,只 要 用 一 4 代替 4 照样 


和 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


用 工 面 的 判定 法 即 BT. 
CE 例 提 试 判定 二 次 型 @ = 二 3xi 十 7xjz 十 423 明知 正 定 ? 
[ 解 ] 用 症 阵 符号 表示 二 次 型 


= Xx’AX 一 La | 


E | 


7 | i 
[2 4 
4 的 主子 行列 式 分 别 为 
| 
3 
2 
2 | 


所 以 忆 不 是 正定 的 . 


84 转移 短 阵 


现在 讨论 状态 方程 (2. 11;) 的 解 潜 . 充 略 去 强制 项 Blin(1)， 

考虑 齐 次 部 分 
i) = 人) 人 {dd.1) 

然后 讨论 非 齐 次 项 对 解 的 影响 . 

一 ,转移 矩阵 的 一 般 提 法 

1. 转 称 和 矩阵 ”前面 指 出 ,对 于 任意 给 定 的 时 刻 t 对 应 着 一 个 
状态 癌 量 . 每 个 状态 向 景 对 应 着 状态 室 间 一 个 点 .不 同 的 时 刻 对 应 
着 状态 宇 间 不 同 的 点 , 随 着 时 间 的 推移 ,状态 向 量 将 在 状态 空间 描 
绘 出 一 条 轨迹 ,如 图 4-1 所 示 . 同时 ,由 线性 微分 方程 组 的 存在 科 
唯 -性 定理 可 知 . 方 程 (4.1) 的 一 般 解 是 一 个 曲线 簇 , 对 于 给 定 的 
初始 条 件 , 只 有 一 条 状态 轨迹 满足 式 导 4. 了). 

另 - -方面 ,状态 向 量 是 维 向 量 .一 个 txXX 台 短 阵 种 它 相 飞 将 
得 到 男 一 个 二 维 向 量 . 这 样 就 提出 一 个 可 以 想象 的 问题 ,由 是 否 存 


， Of. 
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在 这 样 的 矩阵 (一 般 地 说 是 时 间 ， 
的 函数 ), 它 和 某 - -状态 向 量 xf 到 
相 乘 之 后 所 得 到 的 另 一 个 半 维 回 莉 
也 是 状态 向 量 *(o ,并 且 其 端点 荡 


在 通过 xtto) 的 状态 轨迹 上 ? x ty 
先 假 定 这 样 的 矩阵 存在 ;并 用 
吓 叶 ,to) 表 示 . 于 是 x {to) 
Xl) = Bx) 4. 2) x2 


并 且 满 足 方程 (4. 1). 由 于 
(EY = Ptr C4. 3) 


有 : 图 4-1 状态 转移 过 程 
BIKE 一 AOD to) x(t) 
(4 本) 
x(to) 是 任意 初始 向 量 , 要 使 式 (4. 4) 得 到 满足 , 当 且 仪 妆 
BO) = ABD,t.) C4.5) 
男 一 方面 ,由 式 (4.2) 有 
fo = Ditos to XUEn) (4,6) 
同样 ,由 于 x() 是 任意 初始 向 僵 ， 有 
四 (it 一 {4.7) 


反 过 来 ,满足 式 (4.5) 和 (4.7) 的 罕 阵 更 人 tb) 就 可 以 通过 去 人 4 2) 
得 到 另 一 个 状态 向 量 x(2), 它 是 方程 (4.1) 的 解 ; 并 且 其 端点 和 
xlto) 的 端点 落 在 同一 条 轨迹 上 . 这 样 的 宇 阵 称 为 状态 转移 上 矩阵， 
简称 转移 矩阵 . 

设 四 (40) 的 元 素 用 zatt,to) 表 示 : 


Tt tly we i (tet) 


a Ct) nf sf0) 
Bt,1,) 一 I na . 1 2 向 (4.8) 
-二 (Fé) Tot ton) Se Tn (i 本 


= 26™" 
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于 是 式 (4. 5) 可 表示 为 
ttsts) Fatt yf) nt te) 


下 2 LF Ta (tsk) Se dt) 


和 oz Fatt stoy -En zt 
alt) duatt) ve dlt) 
A Ct) at) Es am (FE) 
| 【 a tt oe nn {£) 
EA ICE oi Tt to 


2 (Ff ,fo) Torttsto) Zon Ct Eo ) | 


‘dd. 9) 
加 人 Tn fsbo) | 
好 此 逢 阵 Dr ‘to) 时 每 ` 列 白 器 量 Py 和 0) 表示: 
pe IletE to) 
下 i ,tay vat tatad 
PAD | pn) |, 
Tai fin) [rsa Ct so) 
a 
Tan tt yt) 
本 Pu tt ,Ei) 长 并。 10) 
tt 


那么 方程 人 4.9) 也 可 写成 向 量 形 式 
pC, to) DC ,to ) Cf -= | 4， 11}» 
由 于 式 (4. 7) 


" 27 + 
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| za fa stn) 人 


| | 
1 本 Tt Ee tt | 


Ta io stn) Te EL a Crm ta "inl 


1 0 0 


0 1 :和 0D 
si ‘44, 12) 
0 0 1 
于 是 
| dl 
Pittosto) = | = el; Pltoyto) 一 .|= 
0 | oJ 
| 
1 
“tn rn) 一 此。 4. Ll) 
] 


陈 中 ee 分 别 表示 状 念 宇和 癌 的 xn 个 单位 向 量 . 

因此 ,可 以 认为 转移 矩阵 由 这 样 = 个 列 向 基 构 成 :它们 都 是 齐 
次 方程 (4.1) 的 解 , 其 初 值 分 别 为 状态 空间 的 各 个 单位 问 量 ， 

由 于 状态 方程 的 齐 次 形式 不 包 会 输入 时 ww(2) ,所 以 它 描写 系 
统 不 受 探测 下 的 内 部 关系 . 转移 矩阵 菠 人 ft 二 ) 是 系统 在 状态 空间 自 
由 演变 过 程 《 或 称 自 出 响 庶 ) 的 描写 . 它 取 决 于 系统 的 内 部 特性 ,在 
数学 关系 上 由 系统 矩阵 4 以 } 决 定 ， 


1) Dt tu) 一 站 4. 14) 
(C2) DOB = BU,t,) {4.15) 


(3) P(r,t,s) 是非 奇 异 币 阵 , 且 


= 2 
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Pit,) = Pit, rt) cd. 16) 
性 质 (1) 由 式 (4.13) 可 知 . 
性 质 (2) 可 在 式 ‘4.13) 中 考虑 初 妈 条 件 为 x 0) 和 相 x(t 两 古 
情况 ,这 时 有 
TE) = BIR) = XE) 
而 在 x (0) 和 ztio) 则 ,显然 看 
Xf} Oo Prt) rt) 
把 它 代入 前 式 , 研 有 
XE) 一 国人 有 国人 
BR, Bt = BOND. to) 
性 质 (3) 可 由 闭 征 阵 的 性 质 
是 
和 性 质 (1)tz ,to} 二 1 ;有 
Dt Bt) = Br ti) 
把 性 质 (2) 用 于 上 陈 石 器 ,可 得 
BD to Bt = Pt Dt, tn) 
上 和 武 两边 右 乘 二 1 ,10) ;号 得 到 
Pt) = {tt 
2. 会 强制 项 线性 状态 方程 的 一 般 解 ” 状 态 转 移 夭 阵 D(z ,#6) 
确定 之 后 ,根据 式 (4.2) 就 可 确定 系统 的 状态 在 不 受 控制 目 在 状态 
空间 的 转移 过 程 . 式 (4. 2) 也 可 称 为 系统 自由 演变 的 状态 转移 方 
程 . 
现在 考虑 非 齐 次 方程 42. 117)， 
EY = AONKI) 一 本人) 本 1 
的 解 ,我 们 先 将 非 齐 次 方程 (2. 11) 的 一 般 解 与 成 
一 有 《十 。 17) 
乌 分 二 式 两 端 ,可 得 


+ 20 ， 
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Tx) = CF Bt 98 十 Bo) ee” 
一 A DEDNRO) + PU ,to) Te 
一 各 (ET 十 Dutto) ee 
把 上 式 和 式 人 2.11) 比 较 ,就 可 得 到 
DE, to) Sh 一 BOA) 
也 就 是 " 
A — Bt) 


把 上 式 两 端 积分 ,并 注意 到 式 (4. 17) 和 初始 条 件 ,有 
二 [天 人) 一) 一 一 


就 得 到 上 GO) 的 表示 如 下 
中 ft =—= x, 十 | Dr Brnlr)dr 


上 式 两 端 左 入 吓 忆 ,10) ,就 可 求 得 x(1) 为 
Xt) = ,tt,) CE 十 | Dirt Bur)dr| 


二 二 (zt ,fo jxo 十 | Bt,r Br ur)dr ‘18) 


上 式 是 初始 条 件 xp) 一 天 时 方程 (2. 11) 的 解 . 解 的 这 种 形式 撒 写 
了 有 受 迫 项 时 系统 在 状态 空间 的 演变 过 程 . 因此 ,也 是 -一 般 线 性 控 
制 系统 的 状态 转移 方程 . 

由 式 44. 18) 还 可 看 出 , 含 受 追 项 的 状态 方程 的 解 由 两 部 分 选 
加 而 成 ;右边 第 一 项 表示 系统 在 状态 空间 的 自由 演变 ;第 二 项 表示 
输入 量 对 状态 转移 过 程 的 影响 , 它 通 过 系统 肉 部 特性 (由 ti,t。) 
或 4 人 (来 描写) 以 及 系统 和 输入 莉 的 相互 关系 吾 ( 昌 来 实现 . 

输出 向 量 yc? 很 容易 根据 输出 方程 (2. 12) 求 得 ; 


本 中 二 
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有 = CAPE Xo 下 cl DET Bu dr + DO 


二 .定常 系统 的 转移 矩阵 
我 们 来 研究 状态 方程 的 系数 与 时 间 无 关 的 系统 ( 称 定常 系 
统 )， 
Ef) = Ax) — Buis) (dd. 19) 
首先 来 求解 齐 深 方 程 
Z(t) 一 AxCE) C4, 20) 
满足 初始 条 件 x(0)==xo 的 解 . 为 此 ,用 无 穷 级 数 来 定义 囊 阵 的 指 
数 孙 数 
全 十 各 车 十 下 十 各 三 十 … C4. 21) 
朋 来 研究 这 样 定 交 的 e 六 的 性 质 . 先 令 t1 二 9, 可 得 
mk C4. 22) 
把 式 (4.21) 两 问 对 + 微分 ,可 得 下 式 
于 (ee 二 A 十 A 二 以 十 A 志和 二 十 一 4ek 
《44. 23 
此 外 ,由 于 
Cerx,) 一 上 ex, 《4. 24) 


折 以 (一 en 是 满足 切 始 条 件 x (00}) 一 x; 时 式 (4.20) 的 解 ， 
由 这 些 情 沈 可 沽 ;第 系数 状态 方程 式 (4.19) 的 转移 所 阵 
呈 (z ,ti} 可 用 下 式 表 示 
Dn) = et Cd. 25) 
特别 在 上 = 一 0 的 场合 ,可 写成 
D0) = Br) 
下 面 妈 出 定 沉 系统 转移 人 秆 阵 呈 (的 几 个 重要 性 质 ，; 
(1) BU 二 = POD) (4, 26) 
| 
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PANDAT) = DOTIDH) 《4. 27) 

(2}) DB) = Be 1) (4. 28) 

(C3) BND (rT) = BU, rT) 《4. 29) 

最 后 ,满足 初始 入 件 Yt0) 一 xo 时 ,定常 系统 状态 方程 (4.19) 的 解 ， 
可 根据 变 系 数 方 程 的 解 和 转移 害 陀 的 性 质 , 用 下 式 来 表示 


有 =er {x = | eBulrydr| 


一 edxyu 十 le "Bu{r}dr (C4. 30) 
或 
x 4) = Bx 十 | 8C — Bu(r)dr C4. 31) 
CL 全 41 试 求解 由 过 (1) 十 区 一 tt 所 表示 的 系统 的 状态 方 
程 . 假定 “9 是 单位 阶 既 函数 155) = 1 二 


{人 0 
[ 解 ] 邻 | 
Tl) = rt) 
ratt} = FE) = 
状态 方程 就 变 为 下 式 
民 (+) 1 D 1 J (Ft) 0 
eg ee 
ratt) 已 = 本 和 上 
可 见 系 统 虹 阵 和 驱动 算 阵 分 刑 为 


le 
st ==] | 


要 据 式 (4.25) 转 移 窍 阵 就 可 用 下 式 表示 


1] 已 0 1 
利信) =B(t) = ee = | | | 


0 1 LU 

0 ] Yr: t} 1 £3 
.| | 三 一 | | 妆 十 …- 

1 G 一 1 3! 


" 当 扩 
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| | | 1 | 了 一 人 
一 站 四 二 
0 1 0 一 1 0 i 2 


. 
区 二 3 


| 
| 
种 
| 从 
于 


i ] 一 | 

QD a 

其 次 ,根据 式 (4. 31),x() 可 表示 为 | 
(FE) 一 电 (f xo 十 | mc 一 tT}Bulr}idr 


一 咱 (1)x, 十 | PB rjButr)dr 
这 样 ,xz() 可 求 得 如 下 


RU 2 


1 1l1—e Lr 和 十 + 十 | 
ee 
站 [加 | a ee > 1 ! 


四 (Mt = | 
Cd = | je | 
在 这 里 转移 和 矩阵 是 直接 由 级 数 定 关中 玉 出 的 . 但 在 一 般 情形 下 这 
是 非常 困难 的 . 这 时 我 们 就 想 办 法 找 出 符合 初始 条 件 为 eg 和 es 的 
特 解 . 事实 上 ,本题 的 状态 方程 的 齐 次 部 分 由 两 个 一 阶 方程 构成 ， 
Tt) = ra tt) 
Tol!) = Tali) 


对 于 初 怒 杀 件 


» 33 。 
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[RE 全- 
六 站 0 “1 


可 得 
Taitty = 1= xnt(t) 
wltl s(t) 
对 于 初始 条 件 
工作 DJ 0 
-= 了 -= 
也 可 以 找到 特 解 为 


二 一 Si 已 
lt se 


将 这 两 个 解 结合 起 来 ,可 得 转移 窍 阵 为 
pe |! 1 一 


由 余人 条 前 述 方法 相同 ,不 再 重复 . 

[ 例 5 计算 近 的 一 种 有 效 方 法 是 建立 在 凯利 一 哈密 尔 顿 
(Cayley 一 Hamilton) 定 理 基 础 之 上 的 . 这 个 定理 说 有 明 : 一 个 nXn 
阶 窍 阵 4 应 满足 它 自 身 的 特征 方程 . 这 样 就 有 可 能 使 我 们 用 4 的 
多 项 式 来 写 出 和 的 所 有 用 , 而 多项式 中 4 的 阶 次 等 于 或 小 于 ”一 
1; 即 

Ed 一 tf 十 十 十 和 if 《4. 32) 
如 果 和 矩阵 4 的 各 个 特征 什 互 不 相同 ,那么 为 了 确定 系数 ou 人) ， 
g(t 一 91(f) 我 们 可 以 将 4 的 各 个 特征 便 代 人 到 方程 464.32) 
的 纯 量 形式 中 ,以 得 到 产 个 联 立 方程 ,然后 硼 定 系数 和 Ga 他 )， 
… ,0 1(t) .注意 ,如 果 4 有 多 重 特 征 值 ,那么 这 种 方法 必须 要 稍 
作 修 改 . 详细 情况 可 参看 有 关 线 性 代数 的 书籍 , ) 
利用 刚才 介绍 的 方法 来 求 e*, 式 中 


号 
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r 6 | 
FP 
-一 2 一 3 


[ 解 ]4 的 各 个 特征 值 可 由 下 式 求 出 ， 


IA7 一 Al=0 
或 
A 一 1 
一 
ee 
因此 
A 一 一 |， 人; 二 一 2 
e* 且 展开 为 . 
E4 = ot 十 oa)a (C4. 33) 
这 个 方程 的 纯 量 形式 为 
ev 一 aofzt) a tA (a4. 34) 
将 1 一 矿 王 一 1 代入 方程 (4. 34) ,9 得 
ee“ 一 加 人 — A tt) (C2, 35» 
闻 笠 ,将 4 二 为 一 一 2 代入 方程 (4. 34) 得 
人 (4d, 36) 


由 方程 (4. 35) 和 (C4. 36) 中 和 解 出 好 (和 wm (1) ,得 到 
mt) 一 2 一 E ™” 
和 一 
将 这 些 值 代入 到 方程 64.337 中 ,可 得 
ef2e 一 二 Ce 


人 ere 
= 2e 十 2e ee ‘+ 
事实 上 :对 于 定常 系统 状态 方程 的 转移 第 阵 , 还 可 以 用 拉 普 搞 斯 变 
换 求 出 . 详 见 本 童 6. 
三 ,时 变 系 统 的 转移 矩阵 
当 线 性 系统 状态 方程 的 系数 随时 间 改 变 时 , 称 为 时 变 系 统 .在 


“43 
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时 变 系 统 中 , 它 的 转移 得 阵 的 实际 求法 不 一 定 是 容易 的 . 为 了 求 得 
芝 系 数 系 统 的 半 移 矩 竹 ,现在 已 找到 了 各 种 各 样 的 方法 . 这 里 对 其 


中 几 个 方法 加 以 简要 说 明 . 
按理 说 ;我们 应 研究 式 (4. 37) 所 示 的 齐 次 向 其 方程 式 
二 [4. 372 
但 我 们 首先 来 考察 与 此 对 应 的 标量 方程 
Lt) = a ret) 44. 38) 


的 解 , 再 从 这 个 方程 的 解 来 类 推 方程 (4. 37) 的 解 . 
如 所 周 逢 ,方程 (4. 38) 的 解 可 用 下 式 表 水 : 
Pe [Celene x Ce,) 
与 此 类 似 , 可 把 方程 (4. 37) 的 解 表 示 如 下 
省 人 = (ela ]x (Et) (4. 39) 


现在 研究 , 式 (4. 39) 是 否 真 的 是 式 (4. 3 站 的 解 . 把 式 (4.39) 按 照 式 
《4. 21) 展 开 ， 


了 了 1 
rG) = I+ | 4(z)dr 十 二 | ACr)dr| 


下 i 3 

+ 直人 Acar) + exe 

上 式 瑟 边 对 + 微分 就 得 到 十 式 
区 (t) 一 [ac 十 训 (A)| aeodr 

十 | AACridr A ] 十 人 je 
把 下 式 代入 式 人 4. 37} 时 ,一般 来 说 等 号 不 威 江 ,这 是 由 于 C 2 内 的 
微分 过 程 不 能 合并 . 为 了 使 等 号 成 六, 研 要 有 

aco ee | Arrydr ,凡人 

即 | 4crydc 和 44 必须 是 可 交换 的 ,而 为 了 使 | 4(r)dr 和 人 (0) 


= 
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可 这 反 , 下 式 必 须 在 任意 时 刻 都 成 并 . 
4A)| 六 CFIdr 一 | AtrTjdr :+ AA) 


一 | fA}yAtry — AtryAt dr 一 全 
也 就 是 ,对 任意 时 刻 六 和 名 ;下 式 战 立 
是 (站 74) = Alt A ) {4,40) 
位 就 时 式 (. 3) 为 式 (4.37) 的 解 的 以 要 充分 条 件 . 因 好 ;如果 满 中 
巨 (4.40) 所 省 的 可 交换 和 条件, 从 式 44.13) 就 可 知道 转移 矩阵 可 用 
下 式 给 出 
BY) = eb 
一 了 十 | 二 Crydr 十 | 4A(zydr] .4.41) 
全 21 | | 
下 面 再 米 太 及 ,不 满足 式 (4. 40} 的 可 人 交换 荣 什 时 ,转移 矩阵 的 类 
法 
当 给 定 初 始 条 件 为 x (0) 时 ,对 式 (4. 37) 两 边 积 分 .得 到 下 让 
X(tf) 一 (十 | A(r}xir)dr {4 2 ) 
于 式 是 同感 积分 方程 ,把 上 式 售 次 代 入 布 边 的 xtr)., 束 能 求解 此 
方程 式 . 例如 ,第 一 次 代入 村, 式 人 4.420) 变 为 下 趟 
z() 一 xdo) 十 | ACr) [x 十 | 4 dd (4. 43) 
为 了 了 说 明 方 便 起 已 ,引入 于 起 所 未 的 积分 算 子 下: 
2( ) = | ¢ dr 
反复 地 使 月 这 个 积分 算 子 . 式 (4. 42) 就 叮 乍 下 式 焉 示 
x = OA TT OAGA)) + OCAGCAQ ANY) 


二 人) 《二 44 


要 了 
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式 中 ,4 的 自 变量 省 略 了 . 如 果 4 的 元 素 在 积分 区 间 内 有 界 , 这 个 
级 数 就 绝对 收 争 . 在 这 种 情况 下 ,来 研究 下 面 的 方 阵 


GAY = T+ O04) OCA0C0A)) + (4, 45) 
假定 上 式 两 边 对 t+ 可 微 ; 风 有 
GCA) ~ AGCA) CA. 46) 
显然 ,GCA) 是 式 (4,37) 的 一 个 解 . 
内 此 , 求 得 转移 短 阵 为 
Bt,) = GCA) C4. 47) 
并 且 
着 人 = GOANXTEH) = 一 人 {4. 48) 
当 扫 , 在 4 是 党 系数 官 阵 时 ,转移 矩阵 就 玖 为 
Dt) = A 十 ey 


BP 


上 式 和 式 (4. 25} 是 一 到 的 . 
3 5 控 普 拉 斯 变换 
拉 普 拉 斯 变换 是 解 挛 性 常 微分 方程 的 有 力 工具 . 在 经 典 榨 全 


理 沦 中 有 着 广泛 的 应 用 .为 了 便于 运用 ,在 本 节 进 行 简要 的 回 正 
如 果 读 者 要 求 得 到 严格 的 证 明和 推导 ,请 阅读 有 关 数 学 物理 方法 


方面 的 书籍 ， 
一 , 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 
设 :是 复数 ,Fi 是 10,ce) 上 的 单 值 明 数 , 下 记 和 分 
Fesy = | fwWe-rds 人 
为 站 的 拉 普 拉 斯 变换 ; 记 作 
二 了 癌 硬 
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Fls) = Lf ED 
FC() 称 作 (的 象 函数 ,fi) 称 为 ts) 的 原 晃 数 . 
只 要 7 的 在 有 限 区 间 内 存在 有 限 个 第 一 类 间断 点 (有 限 阶 
暑 , 或 虽 无 限 但 可 移 去 馈 断 点 ) ,并且 当 t 大 于 某 个 本 后 ,有 
[fale "<M (ay af > 0) (C5. 2) 
则 积分 (5. 1) 对 于 


Retsy > (5. 3) 
的 所有 复数 绝对 收 语 ;并 存在 道 变 找 
pa 3] Ferds (ec >> a) (5.4) 
记 作 
f= CFs)) 
式 中 
j= vw—1 
[ 例 1] 求 常数 a 的 投 普 拉 斯 变换 
[ 解 了 
Flry = | eesdz = Te 
或 
F(s) = 一 (5. 5) 


关于 拉 普 拉 斯 变换 , 忆 下 两 点 必须 特别 注音 : 
(1) 定 祥 区 间 根据 定 愉 ,At 定 六 于 人 0,oc) 上 ,对 于 tc0, 我 
们 则 假定 Fo 一 0. 在 例 1 的 情形 下 ,我 们 规定 ， 
ro= 作 > 
ID 1<0 
由 于 函数 在 1:=0 处 从 0 距 到 A, 政 被 称 为 阶 路 函数 . 芳 4 一 ], 则 
称 为 单位 除 厂 呵 数 . 记 作 


Ls) 


+ 0 + 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint,com.,cn 


(5.7) 


蕊 的 拉 普 拉 斯 突 扩 为 
[1 = = {5.8) fy 


《2 关于 按 普 拉 斯 积分 下 要 的 说 
明 ， 在 某 些 情况 下 ,了 (在 + 二 0 处 包 
含 一 个 脉冲 沙 数 ,于 么 拉 普 拉 斯 积分 
的 十 限 必 须 清 楚 地 指出 是 0. 或 是 
0.. 因为 ;对 于 这 丙种 下 限 A (2 的 拉 图 5-1 阶 跃 晒 数 
普 拉 斯 变换 是 不 相 问 的 . 假若 拉 善 拉 斯 积分 于 限 的 这 种 差别 是 必 
要 的 ,那么 我 们 就 使 用 下 面 的 标记 ， 


er， Cf = Fe “dt 


iD j=0 


Se2_ CAC | Fe = Se, LCF)YI 十 | fee “dt 


名 果 站 在 t= 二 0 相 包 会 -- 个 脉冲 函数 ,那么 

2 CCF FE LY 

因为 ,在 z 二 0 检 包 会 :个 脉冲 函数 的 情况 下 ， 
| foesd 0 


显然 ,假若 在 1=0 处 不 包含 脉冲 函数 , 则 
ee CHD = LO)) 
二 , 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
1. 线性 定理 设 4,8 为 任意 常数 ,HH [F(t)] = 二 FCs)， 
Lg = G0) ,Ny 


Sa 人 tt bgtt)] = aFtsy + bG(s) {5.9) 
2.1 域内 的 位 移 定 理 若 了 为 常数 ,出 


+ 直人 于 


.和 皇 - . 
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tT = et Fl(s) (5. 10) 
[证 ) 仿 + 二 +t 十 荆 , 则 有 dr 二 dt 一 rz 一 了 ;并 假定 rz 过 0 时 
tz) 二 0. 于 是 


Lf + T)] =| Ac + Tye-"d 
=| fe dr 
时 
=e" (| feerdr + | feredr) 
TT 0 
=e"| frye"dr —= er Fils) 


3.3 域内 的 位 称 定 理 车 & 为 常数 , 则 
Fls— oa) = CF) ee 《3. ] ] ) 
[证 了 
FCC Ye™) =| f Weed 
总 


=| fe — F(ts— or) 


4. 相伴 定理 震 e>0, 则 
La = aFr tas) 《 5. 12) 
[ 汪 j 令 f= 二 t/a ,于 是 1 二 at sdf 二 adr， 


ftia)] = | fltfaye “ct 


"ee wads 


[i 
1 


2 | 1 a 
= (tas) 
5. 卷 积 定理 
FY g(t) 一 下 (TS (35.13) 


= 1] = 
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式 中 
F(s) = LF)) 
GCs) = Let()) 
月 


Pe ee | fa = (5. 13a 
称 为 涌 数 (ft) 和 go 的 卷 积 . 
[证 
EC 人) =- 上 (xc 一 osg(r)dz]e-<dt 
-| gn) yc _ re-sd; 


=| gC Fe "dr 


=F(s)| g(r)e-"dr 
=F(G(s) 
上 面 应 用 了 式 (5. 10). 


由 于 A) 是 拉 普 拉 斯 变换 的 原 泪 数 , 按 前 面 的 规定 ; 当 :<0， 
f(D) 二 0, 于 是 对 于 一 当天 让 了 一 一 0. 所 以 式 (5. 13a) 


还 可 以 写 为 
ft gC 一 ja — tp(tr)dr (5. 13b) 
6. 积分 定理 
1 + 11 
{| fordr)= a 5. 14) 
人 Y 号 
陈 中 
f 1(0) 一 | | fenar | 
Lr Ff—r 
EE 
.42 
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(| Foar] | | f(r)dr J ed 


一 一 二 Jr)dr| 


二 = [re ye “dz 


= 十 PC) 十 十 -|| Pe 


0 0) 
号 本 
证 毕 . 
7. 微分 定理 
(MD) = ss) 一 0) (5. 15) 
5 证 3 


(2)- 等 Ce a 


二 | e "dr) 


=e "f(t) | Ts | foyerds 
心 


一 一 0) + sh(s) 
8. 初 值 定理 和 终 值 定理 ”作为 微分 定理 的 推论 有 


limf (1) 一 limsF ts) 《5. 16) 
lim Fe = limsF Cs) £5, 17) 
f— cx 5 一 = 必 


因为 根据 微分 定理 的 证 明 过 程 ,下 面 等 式 成 立 
| | eafe) 一 一 FAF(0) 十 人) 


加 scoy 上 式 右 边 趋 于 零 ,于 是 
一 -07 + srF(l(s)=0 
注意 到 
A(0) = limf (Ct) 


"3 
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可 以 看 出 , 式 55. 16 成立 ， 
同 理 , 令 ;二 0; 可 以 证 明 统 值 定理 , 即 式 (5.17) 成 立 . 
[ 例 21 设 (一 sinety 求 FC(s). 
[ 解 ] 因 为 
alndwrt 一 二 [em — ¢e I*] 


所 以 


2e Tsiner ] = | cer ee "ee "dr 
[a 


[| pe te -| e- “tid ] 
| 让 


Pe pt 5 
Ls jo 5 一 fe | 


th, 


Esindw | < 
上 面 运用 了 线性 定理 . 
[ 例 30 求 了 CI 一 Pa 为 自然 数 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
[ 解 ] 


wl Sl 


了 是 


er" =| re 
性 


I 二 


a 


[| 好 站 ma 
2| "le “dz 
3 1 8 上 


一 Ce 


这 基 一 个 弟 推 关系 ,可 以 一 直 进 行 到 底 
ce 的 = Ht )) = 


上 上 面 最 后 考虑 到 了 TI 例 1 的 结果 . 
-HE 常见 攻 数 的 拉 普 拉 斯 灾 换 结果 蜀 入 附录 4 
+ 444， 
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三 .有 理 分 式 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 

用 式 (5.4) 丰 接 积分 求 拉 普 拉 斯 变换 的 过 变换 ,原则 上 是 可 行 
的 ,但 在 实际 问题 中 常 稼 非常 复杂 . 由 于 经 典 控制 理论 所 涉及 的 每 
函数 太 基 是 有 理 分 式 , 对 于 这 类 问题 ,… 般 只 需 优 用 前 述 那 坚定 理 
及 夯 干 简单 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 关系 便 可 解决 . 


i i 
[ 例 4D 求 FCs) i 的 慑 变 措 . 


[ 解 ] 考 形 到 
分 组 二 (5 二 (5 十 3) 
分 子 一 20 二 3) (s 十 1) 
融 
_ 26 十 3 一 GD 2  _1 
人 
由 [ 例 和 ,有 
se ![ 一 ]= 10) 
{A 
由 伍 移 定理 ,有 
1 ~" 
ur a 
问 理 
of 1 4 ， 
fe 
[i 


,eel Ca pt 
FD) = | 2e e 


综 上 所 述 , 这 个 例题 的 解 题 步 驴 归 纳 为 : 

(1) 求 出 分 母 多 项 式 的 根 ; 

(2) 将 有 理 分 式 展开 成 部 分 分 式 之 和 : 

C3) 求 部 分 分 式 的 反 变 换 . 下面 集中 讨论 有 理 分 式 展开 法 . 
设 一 般 情 形 下 的 有 理 分 式 为 
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ACs) dns ms 
， Gs) 5 
”这 里 假定 xm. 着 n 所 m, 则 可 通过 除法 ,得 到 一 个 之 m 的 有 理 
分 式 ( 余 数 ) 和 一 个 多 项 式 { 了 商 ) 之 和 . 这 里 重点 讨论 有 理 真 分 式 的 
反 变 搁 . 

奎 s13529 "454 是 方程 

5 十 二 0 .5. 19) 

的 根 (包括 实 根 和 复 根 ), 测 (5. 18) 有 
i 
fs Oo— Ss Oo— So)""(sO— 5 ) 

下 面 按 方 程 (5. 19) 是 否 有 重 根 讨论 (5.21) 式 的 展开 式 . 

《1) 没 有 生根 的 情形 ”如果 sr，…s 各 不 相同 , 则 55. 20) 式 
可 展开 为 


PIs a {5. 18) 


ris) 一 {5. 20) 


F(s) = . (5. 21) 


3 
i 
其 中 Cl CI #0 为 各 数 , 可 以 是 复数 ， 用 ER 并 取 4 一 
$1， 有 

[Cs 一 BI (By 四 [Ce 十 


eat “十 上 ds 


(5. 22) 
上 式 右 迫 方 括号 内 除 第 一 项 以 外 全 为 地 ,所 以 
c 一 [G — sD FD, (5. 23) 
上 式 在 应 用 时 要 先 将 15 一) 和 Fis) 的 分 母 中 相同 竟 因 子 先 
约 去 再 求 值 . 还 可 用 另 一 种 方法 , 即 求 不 定式 的 极限 


Ce] un, ($s 一 FCs)] 一 lim [ Bes) Bes) 了 ]AG1) 
ne 1 
ee 

或 
a 4 
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fs 


[1 一 B! 【5 ) rn 242 
] 
依 此 类 推 , 可 以 求 出 所 有 Cl sn 
3 
( 例 5J] 设 fs) 二 直 寺 DG 十 25 
[ 解 ] 设 
十 > 6 十 C2 
(sO 全 1)(ts 二 了 3 十 1 5 二 2 
用 ts 十 1) 乘 两 边 有 
ss 二 3_. rn s 十 1 
s 十 2 “s+ 2 
取 * 一 一 1, 有 
rs 十 3 
_ 一 [和 3) =? 
疝 理 
ca = 一 一 ] 
于 是 
一 - 1 | 一 1] ] 是 全 
人 
一 2e 一 e ? 


C1 se 也 可 以 按 式 (5. 24} 求 出 , 国 
Bils) 二 十 3 二 2 B's) = 253 


所 以 
证 一 号 a Pe] 十 上 | ee | 
一 [二 a = 一 Bd 
和 和 前面 结果 相间 . 


《2) 有 重 根 情形 ” 设 ;是 方程 t5. 19) 的 | 重要 ;5 11...,n 是 其 余 
cn 一 1) 个 各 人 六 相同 的 根 , 十 是 


EE FE oc: 
Fis) 一 0 人 【5.25 1 
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di A 
F 一 一 LS wi L 
oY (5 一 3 四 人 二 Te 
cr: 十 1 CC 
re (5. 26) 


其 中 单 根 系数 cr ,cs 求法 和 前 面 一 样 ,可 由 式 (5. 23) 或 式 
《5. 24) 得 到 . 现在 考 虚 重 根 系数 4,-…,q 的 求法 . 将 式 65. 26) 两 
按 乘 以 人 一 ?天 得 

ks FC = dd -ds 1 


| 《3 一 | ) (人 一 3 
本 (5, 27) 
取 ly 让 上 上 式 可 得 
= Ts 《5. 28) 
特 式 (5. 27) 两 边 对 s 求 -… 阶 导数 ,并 取 :二 5 ;有 
d : dea, dts—s) 
FCG VF) = (+ 
dCs — s1) dts 一 
td a 
吕 一 ED d 《3 一 | 
ton $C ee a 2 
上 式 右边 除 第 二 项 外 全 为 蕉 ,于 是 
2 二 | 未 et | , 
依 些 类推,-… 直 可 求 得 
] 
6 是 0 | 5 
其 中 第 项 系数 可 以 写成 ，; 
EO es 
dy = wy TCs SYED) (5. 29) 


* 
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由 于 根据 例 3 的 结果 ,有 


于 是 
7 i er C5. 30) 
【3 S1 {71 12! 
对 式 《5. 26) 有 边 逐 项 应 用 大 又 式 (5. WR 
f(t) 一 CF (Cs)) 


dd p11 a di [一 1 i—2 ee st 
(py i 


woe he 
《5. 31) 


RD 


[和解 J 设 
(7) ca 
《5 十 2 十 1) (5 十 2 3 十 2 :十 1 
了 于 是 
4 一 3 四 
4, —[ a 
jdrics+ 2) 加 时 
a I | | , 
fd4ks 十 | 加 
| 一 性 
放 


Fy = 4 De "+ Be 
从 以上 的 论证 却 和 例题 可 以 看 出 ,把 ; 的 有 理 分 式 疯 数 fts) 一 


全 全 进行 反 变 澳 . 分 匡 多 项 式 B(s) =0 的 根 对 反 变 换 所 得 的 不 函 
数 的 形式 起 决定 作用 . 而 分 子 多 项 式 AGs) 只 决定 PCD) 各 项 的 系 


"449" 
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数 . 百 面 将 指出 方程 45, 19) 的 根 决定 控制 系统 的 性 质 . 


3 6 传递 团 数 


有 35 的 数学 基础 ,不 难 对 线性 定常 系统 的 状态 方程 施行 
拉 普 拉 斯 变换 .一 -方面 为 求解 这 类 方程 提供 了 简便 的 方法 ; 另 - : 方 
面 导出 了 经 由 控制 理论 用 来 措 写 系统 的 传递 国 数 ， 


一 ,状态 方 得 的 拉 普 拉 斯 变换 解法 
1. 血 量 的 拉 普 拉 斯 变 搞 设 
人 
s(t) 
r= (6. 1) 
| 
zt) | 
有 
| Cx [ We 
rt 人 
ECX 一 = ni / 一 着 (3) (6,2) 
Eee [rn CT) xt) 
同 理 有 
1t5) 
. Us) 
Su) 一 | 一 Es) C6.3) 
[Os) 
Yts) 
. Ys) 
Cy = | 一 了 (5 ) (6. 4) 
Yts) 
,SO 
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[人 sR (ss) 一 工 民 ) 


人 ee 5 全 205) Ta (0) 
Ce [ft 5 一 
—~sXts) 一 XLO) (6.5) 
2. 状态 方程 的 拉 普 撤 斯 变换 解法 ”对 于 线性 控制 系统 的 状态 
方程 
EO) = Axt) + But) {2.11) 


假定 系数 矩阵 4 与 下 都 是 常数 ,对 上 式 进 行 拉 苦 拉 斯 变换 可 得 
5 是 (5) 一 了 A) 十 BU (Ss) 


{sf 一 AES) 一 BUts) {6. 6) 
上 式 两 边 弱 以 ts 一 A) ,得 
Es = (slo A BU(s) (6.7) 
人 
DS= EE Ls — A C6. 8 


则 式 (6, 的 拉 普 拉 斯 反 变 找 汶 

rt = BO + CT — AY-'BU GS)) 
考虑 式 (6.8), 上 式 右 边 第 二 项 可 以 写成 于 (与 But1) 的 郑 积 .于 
是 


ol | BD — ry Bulrdr (6.9) 
已 


可 以 着 出 ,上 式 和 4 中 定常 系统 状态 方程 的 解 , 式 (4. 31) 一 
致 .因此 ,由 式 566. 8) 规 定 的 下 (就 是 定常 系统 的 转移 更 阵 . 这 里 
提供 了 求 定常 系统 转移 矩阵 的 一 个 简便 方法 . 因为 由 道 矩 阵 求法 
有 


(si 一 4) 1 一 一 人 (6. 10) 


" Hl]" 
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上 瀛 分 子 CsT 一 A2* (CsT 一 丰 ) 的 伴随 答 阵 ) 足 (wnXw) 欠 阵 , 每 个 元 
素 都 是 行列 式 |sT 一 A4 | 的 代数 余 因 于 ;因而 是 关于 ;的 tx- 1) 演 等 
的 多 项 式 ; 他 本 为 nn 阱 行列 式 ,因而 也 是 关于 5 的 #8 雇 具 名 项 式 . 
去 46. 10) 石 边 生 阵 药 每 个 元 率 寻 是 关于 5 的 有 理 真 分 式 , 其 搁 普 
科斯 反 变 换 不 难 根 据 人 5 的 方法 求 出 ,并且 分 苹 行 借 式 所 构成 的 
多 项 式 决定 系统 的 性 质 , 因 此 方程 
IsT—A|=0 (6.11) 
称 为 特征 方程 ,其 恨 称 为 系统 的 特征 值 . 
事实 上 ,如果 系 统 没 有 强制 硕 , 即 ec 二 0D, 则 式 (6. 9) 变 为 
(1) = BOY, (6. 12) 
称 为 系统 的 自由 响应 . 比喻 为 系统 在 没有 外 界 作 用 下 的 一 种 月 由 
演变 , 它 取决 于 系统 的 本 身 特 性 . 转移 矩阵 外 (站 描 写 和 目 由 啊 诺 
时 起 决定 作用 .方程 (6. 11) 决 定 了 转移 矩阵 的 基本 性 质 . 
[ 例 11 设 系统 的 状态 方程 为 


i 
滤 用 拉 普 拉 斯 变换 求 转移 矩阵 . 
[人 解 J3 这 里 


1 1 | 

0 1 四 四 sts 二 了) 
Do 

ss 十 1 
对 (7 一 4) !' 每 个 起 求 进 行 拉 普 拉 斯 反 变换 可 得 转移 矩阵 


* Do 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fi neprint,com.,cn 


1 | 本 
oo 
ti er! 


各 仿 4[ 例 思 比较 ,结果 一 致 . 


二 ,传递 多数 
1, 传递 函数 矩阵 ”对 于 定常 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 
(1) 一 Et) 十 Buti) (2. 13) 
中 人 一 和 站 十 《2. 143 
进行 拉 普 拉 斯 变换 . 为 信和 醒 起 见 , 今 x 一 3, 由 式 (5.7}) 可 得 
¥C) = (st — A)-'BU:) (6. 13) 
对 输出 方程 62. 147? 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 
15) = CEC DUCs} (6. 14) 


将 式 (6.13) 代 入 上 式 可 得 
yt) = (COT A)7B + DU) 


Gs) = Cte— A B+D (6. 15) 


Yesy —= G(sU ts) {6. 162 

根据 $2 的 讨论 ,xyy :分 因为 n,n1t 维 列 向 量 ,村 :是 (5) 为 
Gnx 站 窍 阵 ; 通 常 称 为 传递 函数 簿 阵 . 它 的 引入 ,将 和 葵 入 和 输出 的 
关系 在 域 变 成 简单 的 乘积 关系 , 如 图 (6-1) 所 示 ,Gts) 人 代表 系统 ， 
只 要 求 得 G4s) .对 于 每 个 给 出 的 GD) 就 可 简 使 地 求 得 了 (5s)， 

应 当 指出 ,传递 函数 矩阵 虽然 由 
系数 殖 阵 4A;B,C,DD 决定 ,但 不 存在 
一 一 对 应 关系 ;不同 的 A,B8,C,D 可 
以 组 合成 相同 的 GC) .这 说 曲 传 这 
函数 和 窍 阵 Gts) 只 表示 轩 出 变量 和 输 图 6-1 情 递 消 数 的 表示 
入 变量 之 间 的 数学 关系 ,并 不 能 唯一 决定 系统 的 内 部 状态 . 因此 ， 
用 传递 函数 矩阵 来 描写 系统 就 是 前 面 已 经 提 到 的 黑箱 模型 . 


" GI = 
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此 外 ,值得 强调 指出 , 式 (6. i168) 导出 过 程 假定 了 初 情 向 量 x。 
三 
2. 标量 传递 芳 数 ”对 于 经 办 控 制 理论 ,大 量 的 问题 是 单 输入 
秆 输出 系统 . 这 时 了 Cs) ,Uts) 都 是 标量 . 由 式 人 6. 1 人 同样 有 


YIls) = GU (Cs) (8. 1 8a) 
但 这 里 G(s) 也 是 标量 , 式 (6. 16a) 右 边 是 标量 相 乘 . 于 是 有 
YY(s) 
(Cris) 一 Ts) (6.17) 


这 样 ,传递 函数 可 以 比较 简便 地 从 实际 问题 中 求 得 . 
[ 例 2 图 6-2 所 示 的 RC 电路 中 ,输入 为 et 输出 为 eeGy， 
求 传递 函数 ， 
[ 解 ) 因 电容 充电 过 程 有 
et) 一 二 | zcodr 
el 去 | Kodr 
考虑 初 值 为 零 , 对 上 面 两 式 进 行 拉 普 拉 斯 变换 每 
1 
Ets) cet) 
FE (sy =RIC) 十 二 Cs)》 
两 式 相 除 可 得 传递 图 数 itt) 
FE,(s) 1 | | 
[rs 一 3 
Ets) RCs 十 1 cs 
[ 例 3 图 6-3 表示 一 种 通过 | | ] 
流体 的 北 学 反应 器 . 设 容器 体积 为 


Vy， 流体 窗 度 为 2 比 执 为 Cs 六 量 
为 Q ,这些 都 是 常量 . 4 表示 一 种 RE 
热源 ,可 以 是 反应 热 :也 可 以 是 电 


， 565." 
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加 热 . 没 它 的 热 功率 为 
P;. 由 于 4 的 加 热 作 用 使 
流出 液体 温度 升 高 . 为 简 
化 起 见 , 设 为 己 . 求 热量 
传输 过 程 的 传递 消 数 ( 假 
定 P, 为 输入 ,了 为 和 输 
二 

[ 解 ] 设 在 A 时间 内 
上 反应 器 温度 提高 47 ,于 


图 8-3 热力 系统 


- PVA 十 了 CE 
Pt) 一 
或 
AP 一 Pu = ecV AT 
当 A 一 0, 有 
pV Se = PP (A1) 
而 
Ps, = eT (A2) 
于 是 (Al1) 式 变 为 
P, 一 pcV 宁 【六 3) 


对 (A2).(A3) 两 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 ,并 考虑 初始 条 件 为 零 . 得 
Pts) 一 人 ct05) 
PC 一 ceVwT GD + QeTs) 
或 I 
CpeVs + QOIT Gs) = Pls) 
于 是 


-op 


mr ur iv 下 
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T(s) 1 .1 
PO Wi 


[ 例 4] 图 6-4 表示 一 个 地 震 
仪 . 设 x; 和 zz, 分别 表示 壳 体 和 质 
量 为 m 的 重 块 对 惯性 空间 的 位 
移 . y= 二 ,一 Zz; 表示 m 相对 十 沈 体 
的 位 移 . 假定 为 弹 赞 的 弹性 系 
数 ,7 为 阻尼 器 的 阻尼 系数 . 求 以 
xz 为 输入 ,? 为 输出 的 传递 晒 数 ， 0 

[ 解 ] 当 地 震 傅 号 钊 来 之 后 ,系统 将 发 生 阻 尼 振 动 ,方程 为 

mE 十 F(X, ~ 2) 十 Rr) = 0 
由 题 设 ,y==xz, 一 ,有 
my 二 fy 二 Ry 二 — mm, 
肥 初 值 为 零 , 求 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 
ms Yts) + fsY (ts) + AY (Cs) =— ms XK,(s) 


fy) 一 


于 是 
i 一 pms: 
= Ns mn 
Gs) 一 一 
iE 
nm m1 
三 .脉冲 珊 应 


传递 国 数 是 复 甘 域 ( 即 域 ?的 阁 数 . 现在 讨论 它 在 时 域 的 物 
理 意 义 . 为 此 先 研 究 脉 冲 的 数学 描写 . 
1.1 函数 6 函数 在 控制 理论 中 被 定义 为 
I WE (6. 18a ) 
六 2 


= Ej: 
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且 


| sc — rd =1 (6. 18b) 
可 见 了 函数 描写 一 个 振幅 无 限 
大 ,积分 等 于 工 的 图 数 . 如 图 6-5 10 Me 


所 未 . 这 相当 于 物理 上 的 功率 极 
强 但 输出 能 革 等 于 个 单位 的 
脉冲 ， 

若 Fi 在 (0, 十 so) 上 有 界 ， 
且 在 :一 了 附近 连续 . 则 


| fe — Tydi 一 FT) 


图 6-5 全 函数 


6.19 
因为 
-ea | 
| Fd — TYdi= | Fo 一 TOdt 
n T—i 


J 十 四 
— | dt — TT) 
TC 一 让 


一 AT)| ac — Td = fT) 


当 4 一 0, 则 上 面 的 近 侯 式 变 为 等 式 . 
2. 人 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ”应 用 式 46. 19) 有 有 
sett 一 人 让 一 | sd — Tye"dt 一 ez (6.20a) 


如 时 了 一 0, 则 
SOI 一 二 (6. 20b) 
这 了 赔 明 位 于 原点 的 脉冲 所 对 应 的 人 函数 ,其 拉 普 拉 斯 伙 换 等 于 1， 
3. 脉冲 啊 应 6-6 表示 当 t 二 0 时 ,输入 一 个 脉冲 之 后 , 系 
统 输出 为 y(2). 这 种 畏 出 称 为 脉冲 啊 应 . 
设 系 统 的 传递 央 数 为 G(s). 于 是 


。 与 7 。 
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YY 人 = GGIU(s) 


Fr Yim) 
di) 中 


dt) 一 全 人 
考虑 式 (6. 20b) ,有 
Ues) == 1 图 6 脉冲 响应 
所 以 
Yrs) = Gs) (C6. 21) 
设 | 
gl) 一 CS (6, 22) 
由 式 (6. 21), 显 然 有 
yOu) = gE) 《6, 23) 
结果 表明 传递 函数 的 拉 普 拉 斯 有 变换 就 是 系统 的 脉冲 珊 应 . 
这 就 是 传递 基数 的 物理 意 习 . 
3$7 方块 图 


前 面 指出 ,一 个 线性 控制 系统 加 贡 可 以 用 传 违 图 数 来 摘 述 ,在 
图 形 上 用 一 个 方 框 来 表示 ,如 图 6-1 所 示 . 在 图 中 ,左边 的 箭头 表 
示 输 人 量 ,右边 的 箭头 珍 示 输出 量 . 当 一 个 控制 系统 由 若干 个 子 系 
统 构成 时 ,和 撩 个 子 系统 者 有 日 己 相应 的 传递 沙 数 , 这 时 ,整个 系统 
的 传递 汲 数 就 由 这 些 子 系统 的 传递 水 数 根据 内 部 的 数学 关系 组 合 
而 成 . 如 果 将 子 系统 所 对 应 的 方块 之 间接 腿 传递 函数 之 间 的 数学 
关系 联 缚 起 来 ,这 种 图 形 称 为 控制 系统 的 方块 图 . 

应 用 传递 消 数 研究 控制 系统 时 ,一 般 是 先 画 出 方块 图 ,然后 骨 
作 理 论 上 的 讨论 ,方块 图 也 被 当 作 控制 系统 信 且 传 过 情况 的 一 种 
图 形 和 表示 . 它 元 全 不 同 于 电气 工程 中 的 电路 图 , 电路 图 描绘 的 是 电 
路 的 真实 结构 ,也 反映 能 量 的 传 志 过程 . 

在 线性 控制 系统 中 所 用 的 方块 图 ,其 构成 单位 有 下 面 四 种 ; 

二 和 
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《a) 信 和 号 线 ”用 第 头 表示 信号 的 传递 方向 ,在 第 头 线 的 下 方 
(或 上 方 ) 写 出 表示 信和 号 的 时 间 函 数 或 它 的 拉 普 拉 斯 变换 式 . 

tb) 引 出 点 ” 它 表 示 把 一 个 信号 分 两 路 取出 . 因为 只 取出 信 
号 而 不 歌 出 能 量 , 所 以 信 身 量 并 不 减少 . 

(cj) 综合 点 ( 差 慎 引 出 点 ) 它 表 示 把 两 个 信号 代数 相 如 . 

(qd) 传递 环节 ”前 面 担 到 的 子 系统 ,也 称 为 环节 . 环节 通常 用 
一 个 方 框 来 表示 ,里 面 写 上 传递 函数 . 它 接受 输入 信号 ,并 按 传 递 
函数 把 它 变 成 相应 的 榆 出 信号 . 

图 7?-1 表示 了 这 些 构成 单位 的 符号 .所 传递 的 信号 可 用 上 的 
函数 形式 也 可 用 ; 的 函数 形式 . 


utey tw} ually (ts) 


ulty Its) | | 


uty UU) 
ta) 信 号 党 fb 引出 点 


vis) 二 Yrsy) 


He Ua) ye uct), Ut) yt Ya) 
Cia) 
EE 


yeti Tis) 


图 7-1 注 块 图 的 物 成 革 位 
传递 函数 和 方块 图 主要 用 字 控 制 系统 的 频率 域 分 析 . 这 种 站 
在 标量 控制 论 立 场 上 对 间 题 的 研究 ;可 按照 下 面 三 个 阶段 来 进行 : 
人 作出 控制 系统 的 方块 图 . 
‘i 根据 控制 的 目的 进行 方块 图 的 变换 . 
(iii) 在 理论 研究 的 最 后 阶段 ,主要 是 用 一 些 曲 线 图 来 讨论 系 
统 的 特性 . 


sm 口号 
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本 节 先 说 明 G 和 (ii 而 5ii 放 到 以 后 的 章节 中 讲述 . 六 块 图 
在 标量 控制 论 中 ,是 研究 反馈 控制 系统 不 可 缺少 的 东 则 . 基于 状态 
方程 的 向 量 控制 论 , 采 用 方块 图 后 也 壳 蔓 变 得 容易 理解 . 
1. 方块 图 的 作法 以 下 举例 说 明 ， 
f【 例 1 用 方志 图 表 半 图 6-2 所 示 的 RC 回路 
[ 解 ] 电 压 、 电 流 的 方程 是 
et) — en tt) = RF) 


去 | [ez == ee Ct) 


把 这 两 式 进 行 拉 普 拉 斯 变换 , 令 初 始 什 为 地 ,不 得 到 
Ets) — Ets) = RIts) 
Ts) 


ay (Cs) 


L's 


Etay (3) 


图 7?-2 RC 回路 方块 图 的 档 成 次 序 


Eats) 


: 图 7?-3 RC 回路 的 方块 图 : 
者 方块 图 表示 这 两 个 美 系 ,就 得 到 图 7-2. 把 这 些 方 块 图 组 合 起 来 
就 得 到 整个 回 踏 的 方块 医 , 如 图 7-3 所 示 . 
[ 酌 2] 画 出 图 7-4 所 示 电 踏 的 方块 图 . 输入 为 e; (2), 输出 为 


elt). 


-条 


mr um 。 
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[ 解 ] 图 7-4 所 未 电路 的 电压 ,电流 方程 为 
et) 一 所 人) = Rt) 


1 | . 

Jad | 
el1tt) — eo tf) 一 Rr (tt) 

1 | ， 

ia de = elt) 


i) = CO 
进行 拉 普 拉 斯 变 措 后 ,可 得 
Fi(s) 一 ECs) 一 RTCs) 


和 一 Ets) 
Fo i 
Er 0 
f(s)} = ts) — ,ls) 
仿照 前 例 , 把 这 些 

拉 普 拉 斯 变换 式 用 方 ，。 上 让 
块 图 表示 ,就 得 到 图 7- | ] ] ] 
5. 注意 到 输入 和 输出 “人 a 
信号 ,并 将 图 7-5 各 方 ] ] | 
块 组 合 起 来 ,就 得 到 整 
个 电路 的 方块 图 如 图 0 
?7-6 所 ,gs. 


2. 方块 图 的 等 价 变 换 控制 系统 的 方块 图 作出 后 ,可 按照 研 
窒 的 目的 进行 等 价 变换 以 简化 方块 图 ,使 在 理论 上 便于 姓 理 . 有 时 
和 还 有 必要 分 解 系 统 中 的 构成 环节 以便 了 解 系统 的 内 部 状 念 . 下面 
列 出 几 和 等 价 裤 换 的 法 由 : 


* 本 。 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory 试用 版 本 创建 ww fineprint ,com cn 


Bits’ 1 二 本 1 有 [本 
下 如 下 | 


{tay) T(E 
Elts) 1 ta Jtey 区 Ents) Ln) 
让 囊 Gr : 
te 
Etsy te) | 


图 7-5 图 7-4 回路 方块 图 的 构成 次 抒 


7-6 图 7-4 回 路 的 方块 图 

(1) 环节 的 串联 ; 

(2 环节 的 并 联 ， 

(3) 环 二 的 有 反馈 连接 ， 

《4) 环 三 和 引出 点 的 冯 换 (1 ); 

C5) 环节 和 引出 点 的 交换 ( 工 ); 

C6) 环节 和 综合 点 的 交换 t 1 7 

(7 环 休 和 综 台 点 的 交换 ( 1 )， 

(8) 引 出 点 的 交换 ; 

(9) 综 合 点 的 相互 交换 

环节 串 并 联 方块 图 的 等 价 变换 可 直接 从 图 7-7 和 7-8 中 直接 
看 出 . 下面 着 重 说 明 反 馈 连 接 时 传递 函数 的 确定 . 如 图 7-9 的 无 
图 ,一 鼎 面 帆 老 盖 数 EtGs 可 由 己 (00 和 了 了 (50 来 确定 : 


" 2 
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(ts) Ye) 
“0 一 


图 7?-? 环节 的 串联 


Us) Fisy 
入] 丰台 ;十 G&G， LE 


Ls Tir) 
li Nir) | 


图 7-9 ”环节 移 反 馈 述 接 


Elsy = Cts) 和 HY es) 【7 了 .1] ) 
另 一 方面 ,E(ts :你 通过 前 和 癌 通 路 传说 耳 数 全 (中 这 为 YY(5)， 
Ys) = GOIECs) (7. 2) 
将 式 (7.1) 代 入 (7.2), 消 去 ECs) 就 可 求 出 Yt(s) 和 ts1 的 关系 为 
Y(s) = 0 (7. 3) 


1 GIH) 
因此 ,反馈 连接 的 闭环 传递 明 数 应 当 导 


Yes G(s) 
Er 1+t GHcs) 


这 样 就 得 到 了 由 图 7-9 所 示 的 灾 换 . 
至 于 环 节 利 引出 点 .综合 点 的 交换 ,以 及 引出 点 和 综合 避 的 相 
» 


W (sy) 一 


7.4) 
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互 交 换 可 以 直接 从 图 7-10 一 7-15 中 看 出 . 


Tig) 


图 7?-10 环节 和 引出 点 的 变换 (1T ) 


{tts} Ten) 


Cts) 


图 ?7-11 环节 和 引出 点 的 交换 (I) 


tt) Eiw) 和 Ls 
二- 一 让 Ls} 本 一 
十 十 
Fer 
Th 中. 


图 ?7-12 环节 和 和 综合 点 的 交换 (I) 


ts) pts) 


一 L 一 


tes) Fin) 


Yin 


到 7-13 环节 和 综合 点 的 交 找 C1， 


别 的 | 和 
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| 


自 器 二 
和 

一 人 一 

中 一 一 一 -下 


图 7-14 引出 点 的 交接 


本- 二 一- 本 本 
图 7-15 ”综合 点 的 交换 
以 下 以 例题 ?2 所 求 得 的 方块 图 7-6 为 例 说 明 如 何 应 用 前 述 规 
则 进行 方块 图 简化 求 得 系统 整体 的 传递 沙 数 , 简化 过 程 如 图 7-16 
(a) ~(e). 
日 动 控制 系统 的 理论 研究 中 , 除 这 里 所 述 的 方块 图 外 ,还 有 所 


谓 信 和 号 流动 图 . 它 不 仅 能 表示 输入 和 输出 关系 ,而 且 还 能 表示 系统 
的 内 部 状态 ,但 这 里 不 再 涉及 它 的 网 证 ， 
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Eist 


Eales) 
Re C8 4 ER 1 Ra + RC 二 | 


‘ee 


ta 根据 法 则 (5) 和 (6) (tb) 根据 法 则 (13740839 
(cc) 和 概 据 法 网 (3) td} 根据 法 则 1) te 根据 法 出 53， 
图 ?7-16 图 7-4 所 示 电 跑 的 传递 函数 (简化 方块 图 7-6) 


= DB 
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3 8 传递 函数 系统 的 实现 问题 


传递 函数 的 概念 在 $6 是 由 状态 方程 在 线性 定常 系统 条 件 下 
推演 出 来 的 . 当时 已 经 指出 :状态 方程 和 传递 请 数 之 间 不 存在 一 一 
对 应 关系 . 由 给 定 药 状 态 方程 可 以 求 得 唯一 确定 的 传递 务 数 , 但 
是 , 反 过 来 ,由 给 定 的 传递 函数 却 不 能 得 到 唯一 确定 的 状态 方程 
一 个 系统 如 果 是 用 传递 消 数 描写 的 ,那么 , 它 不 注意 研究 系统 的 内 
部 状态 ,而 是 只 从 系统 的 输入 和 输出 的 相互 关系 上 去 把 握 的 , 它 对 
系统 的 描写 是 不 完备 的 . 要 想 根 据 传 递 函 数 求 出 系统 的 状态 方程 ， 
需要 考虑 一 些 附加 原则 . 从 传递 函数 求 状 态 方程 的 过 程 通 常 称 为 


尾 谴 晒 数 系统 的 实现 . 
根据 $36 的 讨论 ; 式 (5,15) 给 出 了 传递 通 数 与 状态 方程 的 系 
数 短 阵 之 间 的 关系 : 
es) = CC A BD Lh 5) 
注意 到 
CC AY’ 
IE 
式 (8. 15)7 可 改写 成 
.CLsT — AJ:B 
G(s) 一 > 十 万 


式 中 分 母 是 一 个 二 阶 行列 式 157 一 4| ,将 展开 为 关于 的 = 次 才 项 
式 : 分 子 是 惩 阵 [Cs 一 4 的 伴随 和 抢 阵 . 它 的 每 一 个 元 素 是 由 阶 行 
列 式 ;55 一 4 的 代数 余 因 子 构成 , 国 比 是 关于 s 的 最 高 阶 你 不 超过 
Ca 一 1 次 的 多 项 式 . 对 于 单 输入 单 输出 的 标量 系统 ,分 子 Crisi 一 
A428 的 乘积 的 最 后 结果 是 关于 的 惰 一 蕊 次 多 项 式 : 

这 样 ,G(s 可 以 写成 一 个 分 式 遂 数 : 


Es 
Bis) 


Cts) = :BB. 11 
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A 和 BB(5) 人 分别 是 关于 5 的 吉 深 和 沈 名 而 式 .根据 亲 面 的 讨 
论 , 如 果品 =0, 则 黄 二 n 一 1 如 果品 了 关 0, 则 通 分 结果 使 m 一 nn. 

现在 回 过 来 讨论 如 何 根据 给 定 的 传递 晴 数 ( 形 如 式 (8.1) 折 有 
理 分 式 困 数 ) 求 出 状态 方程 的 方法 . 为 简便 起 由, 设 天 二 2 有 瑟 一 0 


的 情形 . 下面 介绍 两 种 比较 典型 的 方法 ， 
一 . 距 阶 法 5 相 变 重 法 ) 
和 前 面 一 样 , 假 定 由 式 (8.1) 给 定 的 传递 函数 有 
Bisy 二 二 5 十 -一 十 户 
Atsy = os” TT dm | 二 ++ 
根据 式 (6. 16); 
Yls) = GCIU (Ss) 


在 
Re Cs) 
Ys == Be C$) = Ats) Bs) 
仿 
A 
SI 
于 是 
Ys)y = AtsyA (ss) 
或 


Ylsy = ass” TT dans CO) 
式 46.4)9 改 写 为 
(5 Ob) = {ts) 
设 
sis = Ks) 
5) 二 站 (5) | 


$A 
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《8. 
(8. 


《8B. 


‘Bs 


(8, 


《8. 
F 面 考 形 如 和 何 将 式 48.7 变 为 状态 方程 , 式 48.60) 变 为 输出 方程 . 


2 
31 


4) 


8) 


有 外 一 ss) 1 
有 ss) | 


(8. 5) 


A 5s" Cs) | 
代入 式 i8, 7) ,整理 后 可 得 
sK ss) = Bs) 


{8B. 10) 


将 式 (8.9) 代 入 式 C8. 6} 厅 得 
(5 一 二 (8.11) 
对 趟 (8. 8)y 和 和 (8,102) 求 拉 普 拉 斯 反 变 抱 得 ， 
TR rt) | 
i lt) = rt) | 
二 
a tt 0 
ee i 
上 面 应 用 了 了 (0) 二 0, 双 式 (8.11) 求 反 变 换 同 样 可 得 
yO = a) ar darat)y 《8.13) 
式 (8. 12) 和 式 (3. 13) 分 别 训 是 系统 的 状态 方程 和 输出 误 程 . 当然 
也 可 以 写成 第 阵 方程 


] D Tt ld] 
ER | | | 
| 站 1 让 0 ， .下 
Tlf + 
i 人 和 1 于 1 CE 
_ Ci 
i bb) 
Dr 
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0 
十 ] :| wi) C8. 14a ) 
0 
1 
上 以太 
TCF) 
Ta tt) 


Sr) 这 [as 1] i pg 0 本 0 | tt {从 i4b) 


Er CF) 


Tk) 
式 (8.8) 所 表示 的 替换 实际 上 就 是 微分 方程 的 一 种 降 阶 方法 , 式 
《8. 8 和 式 (8.47 所 作 的 替换 以 及 式 (8.67 和 和 式 (8.7) 所 表示 的 关系 
可 用 方块 图 来 表示 . 驳 图 &-1. 


res Rm) 
) 


图 8-1 降 阶 法 方块 图 
二 ,部 分 分 式 展开 法 (标准 变量 法 》 
不 失 一 般 性 , 息 定 分 母 儿 项 式 含 有 -~ 个! 重 根 , 其 他 为 单 枢 ， 
副 
有 (一 人 一 和 1 一 Sa 一 (BSB. 153) 


» TO 
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则 根据 $5 的 讨论 ,有 理 分 式 (8.1) 可 以 按 部 分 分 式 展 开 为 


- ee A i a df) 
CI Cs 一 5 Cs 一 中 和 一 于 人 入 一 全 
十 一 下 一 十 -十 一 C8. 16) 
地 好 二] 可 全 有 
将 上 式 代 入 式 (6. 16) 得 
+ nm 
Ee 
< 《s 一 31 er 
Us) 
1(s) 二 (一 
加 Usy 
态 i{5) 二 ee 
令 X(s) = es (8. 18) 
1 
pA ER 
YT $1+1 
Xs) 一 Ci{s) 
5 


(Cs C5 (3) 二 让,(s) 
《一 3》 3] = A ts) 


(Cs — SIN ts) = XS) 
蛤 ‘8. 1 ) 
《5 一 3 人 3 一 《5 


《3 一 Si 有) sD 


CO | 
特 式 (8.18) 代 入 式 (8. 17) 得 
四 了 旦 
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Ys = dN) RR 
Wi a) C8. 20) 
将 式 (8. 19) 求 拉 普 拉 斯 反 变 换 , 可 得 状态 方程 为 
人 一 CE 十 Tat) 
人 


下 7] 一 一 ee 十 ro 


> (8. 21) 
lt -一 Si tr 证 下 | 
Tl) ZHIAE tt) 
TE st tf) wt) | 


对 式 (8. 20) 求 反 变 换 可 得 输出 方程 为 
yt = A td Tt) 


十 -ee 二 二 Ctr tt) (8. 22) 
式 (8.21) 和 式 (8. 22) 也 可 以 与 成 矩阵 形式 ， 
TIE) 一 AX Buti) CBR, 23) 
yf) = CX TT Duti) ‘8. 24) 
其 中 
| 1 0 DD 总 已 0 | 
0 5 1 0 0 | 
六 二 J 0 $1 | US (8, 25) 
日 站 人 S$, 0 * 
| 中 0 0 融 。 旺 1 | 
| 0 0 0 0 0 0 
， 72 ， 
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0 
下 一 Hit) = utt) (8. 26) 


C 一 Le ci dd 2 A Cl “7 | (BB. 27) 


| 

| 

-二 = - 二 “上 一 -一 一 - 
下 一 可 Xr) 


图 8-2 部 分 分 式 殿 并 法 方块 图 (CT ) 


由 于 
1 
-一 一 一 (8. 29) 
“1 
本 
串 看 成 1/s 与 wx 友人 鳞 联 接 的 站 米 , 于 是 几 8-2 等 价 为 图 8 3. 


" 
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CI 
== + 
加 X tke) ”= fr) 
Ct 
1 a 
| bc 2 + 
| a 
q i 
1 


图 8-3 部 分 分 式 展 开 法 方块 图 ( 于) 
将 这 两 种 求 状态 方程 的 方法 作 一 些 比较 ,可 以 者 出 , 降 阶 法 比 
较 方 便 , 因 为 不 需要 求 特征 值 . 而 用 部 分 分 式 展开 法 求 出 的 系数 饶 
阵 是 由 系统 的 特征 值 梅 成 ,明确 表示 了 了 系统 的 性 质 . 这样 求 出 的 状 
态 实 量 称 为 标准 变量 . 这 种 表示 系统 状态 的 方法 称 为 标准 量 法 . 而 
前 一 种 方法 有 人 称 为 相 变 望 法 . 


3 9 状态 的 可 控制 性 和 可 观测 性 


状态 变量 是 系统 的 内 部 变量 . 要 了 解 系统 的 状态 只 能 通过 箱 
出 变 大 来 观测 ,要 控制 系统 的 状态 只 能 通过 输入 变 其 的 作用 . 于 是 
就 提出 了 系统 状态 是 否 可 观测 和 可 控 骨 的 问题 . 

一 .可 控制 性 和 可 观测 性 提 法 

在 讨论 严格 的 陈述 之 前 , 先 提 出 两 个 问题 ; 

(0 已 车 系 统 的 状态 为 x(z) ,能 否 选 择 适当 的 控制 变 蔬 (7)， 
十 系统 经 过 … 段 时 间 之 后 达到 期 望 状 态 ? 这 大河 控制 性 问题 . 


和 可 
J 
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《2 对 于 系统 进行 一 段 时 间 
观测 之 后 ,能 咎 通过 所 测 得 的 输 
出 变量 ?CO 知道 系统 的 状态 zkty? 
这 是 可 观测 性 问题 . 

这 些 问题 人 和平 比较 抽象 ,但 反 
过 来 就 比较 容易 理解 . 例如 我 们 研 
究 图 9-1 所 示 的 情形 ,输入 为 ， 
输出 为 ,内 部 状态 为 riyzz. 由 
于 在 输出 页 中 没有 包含 状态 rz 
的 信号 ,所 以 系统 是 不 可 观测 的 ， 
而 在 画 9-2 中 ,状态 za 及 完全 不 
受 外 作用 下 的 影响 ,所 以 是 不 可 控 
市 的 , 

下 闸 陈 述 问题 内 疾 格 提 法 . 

(1) 有 控制 性 :如果 已 知 时 刻 
1; 系统 的 状态 为 x{t4), 在 有 限时 
间 区 间 [t6st 由 内 可 以 竟 择 到 当 的 
控制 变量 (输入 }) 使 系统 于 时 刻 1 
达到 期 望 状态 x(t1); 则 称 系 统 于 
时 刻 ,是 可 控制 的 . 如 果 系 统 在 
有 定义 的 任 一 时 刻 都 是 可 控制 的 ， 
则 称 系 统 为 完全 可 控制 的 . 

C2) 可 观测 性 :如 果 系 统 在 时 刻 二 的 状态 x(t0) 可 以 通过 有 限 
时 间 区 间 [o,t 站 对 输出 变量 y(1) 的 观测 来 决定 , 则 称 系 统 在 时 刻 
tn 是 可 观测 的 . 如 时 系统 在 有 定 疼 的 任意 时 刻 痢 是 可 观测 的 , 则 称 
系统 是 完全 可 观测 的 . 

以 下 讨论 线性 系统 可 观测 性 和 可 控制 性 条 件 . 


图 9-2 不 可 控制 的 系统 
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二 、 线 性 时 变 系统 状态 的 可 控制 性 与 可 观 出 性 
没 系 统 的 状态 动力 学 方程 为 
TE) = AADX(E) TT BE) “9. 1) 
相应 的 状态 转移 方程 为 
工人 Di se Citlo) 站 | Dit, THBiryuirydr) {时 . 2 ) 


假定 1 二 t+; 时 系统 的 期 望 状态 为 x 习 ; 则 上 式 蛮 为 
| Br Bar)dr 二 


现在 讨论 系统 在 上 时刻 所 的 可 控制 性 . 设 xtio) 是 已 知 的 .xt 为 给 
定 的 ;如 时 通过 积分 方 答 (9. 3 可 以 傅 定 w{2), 则 根据 定义 可 使 条 
统 于 H 刻 i， J 控制. 

忒 59. 3) 谋 过 相 诺 和 这 样 一 入 运算 过 程 : 定 阵 BR(20) ,人 Btt,, 直 相 
继 作 用 十 ! 维 向 量 下 6 然后 在 时 问 则 随 避 守门 对 上 进行 积分 : 绩 
果 得 到 一 个 维 向 量 , 假定 这 一 系列 运 针 可 以 和 一 个 (nx 站 弟 阵 
Cotto 了 作用 本店 等 价 , 则 方程 (9. 3) 以 写成 

下 人 (9.4) 
假如 积分 方程 (9. 3) 有 解 , 就 意味 着 这 个 解 wtfi 可 能 F(tr,t) 
的 道 运算 天 Got) 作用 于 方程 (49. 4) 丰 边 的 结果 ;四 

WE = tostst CB KE) - x) 9.5) 
克 药 姆 提出 FG,str ,如 以 用 上 下面 一 组 拭 阵 的 缮 想来 表 尺 : 

Fifty) = BI OE AOW ts tr) (9.6) 
式 中 环 下 Gf) 假定 是 tn Xn) 待 定 第 阵 页 司 :的 逆 算 阵 . 将 式 
(9. 人 代入 式 (9. 5) 得 

下 人》 = BID CIW I tO BA EIT) — x 

(9.7) 
要 使 式 (9. 7 成 立 ; 那 么 它 应 当 满 是 积分 方程 (9. 3) 将 式 (9. ?7) 代 
六 TO 3) ,得 
. 78. 
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| mc ,BCT BT CDT Er IW Ct) 


+ TE XY) — x(t,) dr 

= PX) — X(to) 9. 8) 
注意 到 上 式 碟 边 玉 Go CBOE/XC7) 一 X04,)] 与 积分 变革 
无 闫 ,可 提出 积分 号 之 外 ,于 是 式 (9. 38} 可 写成 


(| Ba BB CD sdr] WW (bsf7) 一 7 


" [CRE Tt -~ X(t = 0 (9. 9) 
由 于 xttoj 和 x(t 直人 尾音 给 定 的 , 轩 (z6.27) 是 非 辣 中 的 ,上 式 太 这 
最 后 一 个 国 子 [ 盏 信人 DG 一 YY 人 5 门 可 以 是 任意 丰 为 亚 的 阿 攻 . 
于 是 式 (9.9) 成 立 的 充 要 条 件 是 
[| Be BB TD Ct dr) tots) = (9.10) 


而 要 使 上 式 成 并, 当 且 信 当 积分 
| BU OB RT TD sr)dr (9. 11) 


a 


是 妍 ts) 的 迹 罕 阵 .于 愉 记 


了 


六 < 
W i,t) 一 | DU TIBCTIBT Cr} (trodr ‘9. 12) 


‘ 


事实 上 ,对 十 给 定 的 系统 ,B(f) .多 (0} 给 定 , 因 人 厅 到 (st 站 在 
在 . 而 要 使 由 式 (9.7) 所 表示 的 w(t) 存在 ,并 量 是 方程 (9. 3) 的 解 
的 充 要 条 忻 尾 道 矩 阵 厂 -tt 在 存 , 它 等 价 于 要 求生 陈 环 (tr， 
tr) 是 非 何 异 的 . 这 时 , 折 讨 论 作 完 要 条 件 可 以 归结 为 相 详 的 矩阵 


行列 式 不 为 志 , 吕 
[Weis ,tr)| = | [B00B OB NE ndr | 0 
{9.13) 
或 
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rank| BO BT BT TD Gor)dr nn (9, 14) 


只 要 十 阵 环 避 tr) 的 初始 时 刻 辣 可 以 取 记 区 间 Cao 站 中 的 所 有 村 
刻 ,并 且 都 是 非 奇 异 的 ,那么 系统 在 整个 民间,er 上 是 完全 可 控 
制 的 . 

式 49. 13) 或 式 (9. 14) 是 线性 时 变 系 统 可 控制 的 充 要 条 件 . 

下 面 讨论 系统 的 可 观测 性 ， 

由 于 问题 只 涉及 状态 变量 x 与 输出 变量 yo 之 司 的 关系 ， 
为 简便 起 见 , 设 #4(2)=0. 于 是 系统 的 控制 方程 可 以 写成 


X(t) = x(t) (9. 15) 
YO) =CO xX) 60. 16) 
由 方程 (9. 15) 可 求 得 状态 转移 方程 为 
tt = BU ,to I xt,) 【9. 17) 
将 上 式 代 入 式 (9. 16) ,得 
yy = COID ,tI x(t,) (9. 18) 


了 两 边 邓 雇 BTC,toCTE) ,并 对 :积分 ,得 
Br Cr)CT CT) yr)dr 


_ [| Br er dC Cn Dry) |xCeo) (9. 19) 
设 
| Byer nc Badr (9. 20) 


于 是 式 (9,19) 灾 为 


| Br dC ydr = Vt) X(t,) 9. 21) 


根据 可 观 袜 性 的 提 法 ,系统 于 时 刻 t 9 观测 帘 归 结 为 通过 方 
程 49. 21) 解 出 xti), 可 以 看 出 xp 可 解 的 充 要 双人 件 是 系 落下 上阵 


:Th 
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Yot) 存 在 闭 筷 阵 . 这 同 衬 可 以 表示 为 相应 的 二 阵 1 了 列 式 不 为 


等 ， 


或 


rank| Dr)CT OC Br) dr 一 如 


| Be TIC r,t dr| sD 


(9. 22) 


《9. 23) 


只 划 条 件 (9. 22) 或 (9.23) 成 立 ; 时 刻 的 状态 向 量 就 可 通过 了 (0 


求 出 ， 


xf 一 有 1 Gto)| Br) Ny)dr 


式 中 Yorost) 是 由 式 59. 20) 规 定 的 矩阵 的 道 . 


《9. 24) 


如 果 式 59. 22) 或 (9. 23? 中 的 初始 时 刻 可 以 取 通 [的 所 有 


时 废 , 则 系统 在 时 间 区 间 [zytm 中 完全 可 观测 ， 
三 .线性 定常 系统 的 可 控制 性 和 可 观测 性 


对 于 定常 系统 ,由 于 所 有 系数 乞 阵 4, 有, 部 与 时 间 无 关 ， 


其 可 控制 性 与 可 观 油性 条 件 可 以 进 -- 步 简化 . 
设 名 二 0, 定 芝 系统 的 转移 矩阵 为 
DUOY = DU) et 
昌 第 阵 BB 不 含 时 间 , 于 是 式 (9.12) 恋 为 
Wy = WO.) = | "eBBTe- dr 


定常 系统 可 控制 性 条 件 可 以 表示 为 


ee 一 rank | c 4 有 有 ea dron 


注意 到 凯 莱 一 哈密 顿 定理 


ed 一 一 


-~ 鞠 尔 弘 ; 六 线性 代数 关 第 十 总 ) ,大 民 莪 他 出 县 村 ,1978 年. 
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Co 


(9. 26) 


(9 27) 


+ ?日 。 


时 一 】 
e* = Dat) A (9. 28) 


名 二 0 


于 是 
Pt,0) = Sa (pA (9. 29) 
同 理 加 
$0,1) = D7 (9. 30) 


式 中 a() 二 a( 一 1 直 ， 
先 讨 论 定 常 系统 可 挖 制 性 . 特 式 (9.30) 代 入 式 (9. 26) ,得 


1 时] 一 1 
W(t/) 一 | Da a8 Der AT Ydr C9. 31) 


注意 到 每 个 < (z) 都 是 标量 ,并 且 87C4AT)’ 一 (41B)7 , 式 (89. 
31) 变 为 
nm—1 #—1 


We) = DD DAB | a Ce ,dr |(AB)” (9.32) 


i= 了 一 
人 
Hi = ja TIO CTYdr £9. 33) 
于 是 式 (9. 32) 守 为 
站 一 1 一 外 
W(t) = 2 DAB AB)T (9. 34) 
设 忆 点 的 纪委 站 个 量 为 元 素 构成 的 妊 阵 为 
M 一 【5 站 (0. 35) 
并 共 ,AB,…' A"'B 组 合成 (nx ni} 算 阵 GG， 
GS=B: AB: -.-. : A 'B| C9, 36) 
式 (9.34) 从 而 可 以 写成 
Wi = GMG (9. 37) 
式 (9.12) 表 明 .线性 系统 吕 沪 制 的 充 要 条 和 件 时 
rankWit,) =— n (9. 38) 
+ BAD» 
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而 式 (9. 37) 又 表明 ,对 于 定常 系统 ,WGy) 可 以 看 作 GM 和 G7 的 
rankG = n (9. 39) 
式 49. 38) 成 立 的 必要 条 件 . 如 果 MH 是 可 道 的 ,那么 这 个 条 件 也 是 
充分 的 . 事实 上 ,这 不 难 用 反 证 法 作出 证 明 “. 
因 紫 ;线性 定常 系统 可 控制 性 的 充 要 条 件 可 以 写成 
rank|B: AB::: A 1BI=n {9, 40) 
如 果 系 统 的 输入 ud) 是 标量 Q= 二 1), 则 上 B 为 n 维 向 量 ,G 为 (x 
X#) 距 阵 , 这 时 可 控制 性 条 件 , 式 (9.40) 可 写成 行列 式 
I[B: AB :AIB|| 关 0 {9.41) 
将 类 羽 讨 论 用 于 式 (9.23), 可 以 引出 与 G 相似 的 第 阵 瑟 ; 


C 
CA 
H=| (9. 42) 
pe 
或 
H* = [CT ;ATCT | (AT)"-1CT] (9. 43) 


这 时 , 定 带 系统 可 观测 性 的 充 要 和 杀 件 被 归结 为 上 述 二 种 等 价 提 法 ， 
(41) 率 阵 二 的 #2 个 烈 问 恒 之 间 禾 性 元 关 ; 
(2 和 乒 阵 上 的 秩 为 二 ,或 
ranklE7 CT 47 IC7 | 一 {QO, dd4) 
(3) 当 ww(#) 基 标量 的 特殊 情形 下 ,上 式 还 可 简单 地 表示 为 


A | 半 0 C9. 45) 
出 于 短 阵 G 和 互 都 与 时 间 : 尤 关 ， 所 以 对 于 定 管 系统 ,只 要 


* 华人 东 师 范 太 学 :现代 挤 制 理论 引 论 5, 第 二 章 , 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1984 年 ， 
.aR] 。 
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时 个 时 刻 是 可 控制 的 或 可 观测 的 , 则 是 完全 可 控制 的 或 可 观测 的 . 
[ 例 起 设 


,i 


证 判断 系统 的 可 观测 性 与 可 控制 性 . 
[ 解 ] 根 据 题 设 , 有 z 
1 l | U 
对 二 | ls B= | CS 过 | 
而 
0 1 
wi) 
它 的 行列 坏 
| 如 |; 4 有 ;一 一 1 天 [ 
所 以 咎 阵 CB.4BJ 的 秩 为 2, 系 统 完全 可 控制 . 
因 
加 1 
ca] -| 
是 2Xx2 和 抢 阵 ,其 行列 式 
:iC 
: | 
ICA 


所 以 相应 第 阵 的 穆 为 2, 系 统 完全 可 观测 ， 


» NR 
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习 题 


1. 求 出 图 10-1 喷 示 电路 的 状态 方程 和 输出 方程 . 
2. 求 出 图 10-2 听 示 电路 的 状态 方程 和 输出 方程 . 


Fer 其 | rtry 上 


so 
c(t , el Ey Ca 人 
att =uly ept 六 
| TL 
图 10-1 阻 容 电 踏 1 10:2 租 容 申 蹄 
3. 求 出 下 闸 首 式 的 拉 普 拉 斯 上 反 变 按 ， 
5 十 1 
(1) FF(s) nt 
0 
(5 十 Is 十 3) 
5 十 5 十 12 
ER 
3 SI) 
He“ 
{4 Fis) i 


4. 对 于 用 状态 方程 和 轿 出 方程 
0 一 2 ra 
X(t) 一 |e 二 | Po 
yt 一 [1 0]xzG) + Coudt) 
所 表示 的 常 系 数 系 统 , 试 求 出 其 转移 冠 阵 多 (和 单 公 阶 路 输入 下 
的 输出 啊 应 了 
5. 把 由 下 式 所 示 的 变 系 数 微分 方程 描述 的 系统 用 X(t) 一 
COxtt 十 BQDu(t) 的 形式 来 表示 |， 
= 癌 导 本 
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本 直人 dvtt) | 
+ 二 Cosi 2 十 也 十 《Sm 人 
-由 da (rt) 


二 六 本 -Ceoar) i 二 w(t) 


6, 对 下 列 各 式 所 示 的 和 常 系数 系统 , 求 出 其 转移 年 阵 . 
1) 二 dy) 3y(1) 二 从 
(2) (2) 汗 2 二 yt) =0 
C3) FD) 二 5) 二 By) + 4y(t) =0 
7, 试 求 出 时 变 系 统 zt) = 一 frtf) 的 转移 矩阵 . 
8. 对 党 系数 系统 


Se ] 1 1 
TI | Ee sh | aut) 
1 = 1 1 


(C+) 和 | C1) 
—— 下 
" 3 

(0) 求 出 其 转 称 站 阵 ; 


(2 求 出 区 0 一 2 人 一 1 人 0 时 的 上 响应. 
9. 求 出 图 10-3 所 示 电 路 的 侍 递 函数 , 计 晤 出 方块 图 


图 10-3 阴 窜 电路 


10. 求 出 图 10-1 所 示 电 路 了 购 传 递 函 数 及 方 刺 图 . 


a 人 入 
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11. 传递 图 数 为 
25 1 38 十 了 FF 


Re 
的 系统 ,试用 标准 变量 和 相 变 量 表 示 其 状态 方程 和 输出 方程 ,并 本 
出 两 种 情况 下 的 系统 方块 图 . 
12, 根据 $6 例题 4 所 母 传递 函数 G(s) 求 出 相应 共 状 态 方 和 
机 这 替 方 程 . | 
13. 求 出 图 10-4 所 示 机 械 系 统 的 传递 力 数 : Cr(s) 一 
SC 并 画 出 方块 同 . 


二 


了 


图 10-d 液压 系统 : 
12. 试 判 断 第 8 题 给 出 系统 的 可 控制 性 与 可 观测 性 . 
15. 设 


坛 判 断 系 统 的 可 观测 性 和 可 控制 性 . 


* 训 品 
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第 二 草 ”反馈 控制 理论 


杆 章 主要 介绍 单 输入 单 输出 的 线性 控制 系统 通过 到 馈 实 现 定 
值 调节 或 者 变 化 不 很 剧烈 的 信号 的 目 动 跟 蹊 过程, 加 是 通关 称 为 
经 典 控 制 理论 的 那 一 部 分 . 主要 内 容 有 过 小 响应 . 称 态 伺服 特性 、 
频率 响应 和 稳定 性 等 ,并 简要 讨论 反馈 控制 系统 特性 说 计 的 概念 : 
由 于 篇 幅 所 限 , 略 去 了 工程 设计 二 仍 热 比较 有 用 的 作 图 法 ,比如 良 
轨迹 法 等 . 读者 可 以 根据 自己 需要 参考 其 他 有 关 书 头 . 


3 1 线性 系统 的 过 渡 啊 应 


一 个 线性 定常 系统 ,常常 可 以 看 威 由 若干 笛 单 的 子 系统 构成 . 
这 一 节 着 重 介 绍 两 类 最 简单 的 系统 即 一 阶 惯 性 系统 和 二 阶 振 荡 系 
统 的 动态 特性 ,并 在 此 基础 上 讨论 高 阶 系 统 简 化 的 初步 概念 . 

一 ,一 阶 惯性 系统 的 过 渡 啊 应 

1. 物理 实体 第 一 章 36 举例 介绍 了 一 个 阻 容 电 路 的 充 放 电 
过 程 和 具有 一定 热 容量 物体 的 加 热 过 程 都 可 用 形 如 


Cy = C1. 1) 
的 传递 函数 来 描写 . 与 这 类 传递 函数 对 应 的 微分 方程 是 一 阶 线性 
第 微分 方程 ; 

十 示 y 一 未 二 他) [1.2) 


式 中 ,时 间 常 数 了 反映 由 于 电容 或 热 容 存在 所 引起 的 时 间 滞 后. 
因此 , 式 (1.1) 所 描写 的 系统 称 为 一 阶 惯性 系统 . 为 简化 讨论 ,通常 
+ 闪 站 = 
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特 


rs) 一 (C1. 3) 


去 下 
作为 一 阶 惯性 系统 传递 苛 数 风 规 范 形式 .时间 管 数 了 是 … 阶 系统 
的 主要 特征 参数 . 图 1-1 是 一 阶 惯性 系统 的 方块 图 . 它 可 以 看 成 积 
分 环节 的 单位 反馈 折 构 成 . 
下 面 分 别 讨 论 系 统 在 不 同 输入 下 前 过 渡 响 应 ,并 人 研究 特征 参 
数 工 的 意义 . 
2. 一 阶 慢性 系统 的 单位 


阶 跃 响 应。 对 于 单位 阶 旺 响 中 2 了 YCs) 
0 
Ge 


王 (ay 
所 以 
由 Us) i” Fes) 
YG) 一 (5) 一 -十 二 上 一 
将 工 式 展开 ， ‘by 
| 1 了 
RE 
“Ts 二 1 疼 1 1 (a) 一 阶 积 统 方块 图 ， 
湛 后 求 其 拉 普 拉 期 反 变 找 得 必 ) 简 化 方块 图 
z 人 (1.6) 


这 就 是 一 界 惯 福 系统 的 过 渡 响 应 .可 以 着 出 , 当 :=0 时 ,输出 中 
> 为 零 ; 当 1 一 oo 时 则 趋 于 1. 时 间 常 数 工 是 这 样 -- 个 指数 函数 
的 重要 特征 . 杀 为 当 t= 下 时 ， 

VE 一 一 上 一 [0.832 
当 [= 二 0 时 ,切线 的 料 率 为 


dy 


1 _: 1 
dz a 二 Te ? a 二 5 {1.7) 
如 果 系 统 保 持 芝 样 的 初始 响应 速率 不 变 , 则 当 t= 了 时 ,输出 量 就 
"Ts 
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能 达到 稳 态 值 . 从 式 人 1.6) 

以 看 出 , 啊 应 曲线 的 斜率 
是 单调 下 降 的 :从 上 =0 的 
1 了 了 下降 到 *=c 时 的 零 
值 . 图 1-2 表示 方程 1. 6) 
所 代表 的 指数 曲线 . 它 表 
明 , 当 上 = 了 ,输出 上 升 
63.2 及 : 当 z2z 二 27 ,上升 
86. 5 名; 当 宇 4 工 , 响 应 曲线 
保持 在 稳 态 值 的 2% 允许 误 


?了 2 37 4 5 : 


图 1-2 指数 啊 应 曲线 


差 范 围 之 内 . 从 数学 观点 看 , 仅 当 上 一 关 , 才 能 达到 稳 态 值 . 但 考 咸 
实际 测量 精度 , 工 让 上 一 最 把 啊 应 曲线 达到 稳 太 人世 的 2 和 中 计 读 
差 范 围 之 内 所 天 的 时 间 , 或 47 来 作为 评价 啊 诬 时 间 的 标准 . 当然 
这 个 标准 是 独 一 般 而 言 , 不 同 的 问题 可 以 不 一 样 . 

3. 一 酚 惯 性 系统 的 单位 斜坡 响应 。 对 于 单位 斜坡 输入 a(t7) 


TS 一 [1 .党 
所 以 
1 , 
1(5) 二 1 3 C1.) 
展开 可 得 
, 1 _ 二 
rdG) = 二 一 二 十 元 和 一- C1. 10) 
求 反 七 邱 扑 得 
yt) =1— T+Te rr GQ>0) (1. 11) 
情 差 信号 为 
多 一 cc 地) {1. 12) 
二 
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于 式 表 明 仿 差 随 t 而 增 大 .但 当 村 ce 时 ,ecce) 一 了 如 图 1-3 所 示 . 
4. 一 阶 蛋 性 系统 的 单位 
脉冲 啊 应 对 于 wt) 二 B80) yu) 
有 
C(ts)y=1 (1.13) 


.| 2 47 计 
yti) = Te 7 ‘1].137 


响应 曲线 如 图 ]-4 所 示 . 区 1-3 -给 惯性 系统 的 单位 冬 坡 应 


5. 总结 1) 前 面 讨论 了 不 阿 输入 丽 数 下 的 过 滤 啊 应 . 传递 冰 
数 中 的 特征 参数 了 起 着 重要 作用 . 对 于 单位 阶 跃 响应 ,了 和 初始 
有 时刻 啊 应 昌 线 的 冬 率 成 反比 ;对 于 单位 斜坡 啊 应 , 工 描写 系统 的 稳 

(2) 系 统 的 稳 态 偏差 不 仪 取决 于 传递 晒 数 ,而 且 与 输入 晤 有 
闫 ,例如 ,单位 阶 医 响 应 的 稳 态 偏差 趋 十 零 ;而 单位 斜坡 响应 的 稳 
仿 情 差 不 为 专 . 这 提醒 我 们 ,如 
果 输 入 函数 随时 间 变 化 太 风 
列 .系统 稳 态 伺服 特性 会 宰 长 . 

C3) 注意 到 单位 斜坡 咖 数 、 
单位 阶 旺旺 数 和 单位 脉冲 孙 数 
分 别 地 司 省 是 前 省 的 导数 , 它 
们 的 一 阶 输 出 响应 之 问 也 存在 ” 
同样 的 导数 :关系 .因此 ,条 统 输 
入 信和 导 寻 数 的 啊 应 可 以 通过 系 加 14 一 阶 系 统 的 单位 脉冲 响应 


yery 


二 
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统 对 原 信 号 响应 的 导数 来 求 出 . 同样 ,系统 对 输入 信和 导 积 分 的 丙 应 
也 可 通过 系统 对 原 信号 响 应 和 积分 来 求 出 .事实 上 ,数学 土 不 难 直 
接 证 明 , 所 有 各 性 定妆 系统 都 共有 这 种 形式 

二 .二 阶 振 汤 系统 的 过 渡 员 应 

1. 二 阶 系统 与 阻尼 受 追 振动 ”传递 函数 为 


ei eS se 二 C1. 16) 
的 系统 称 为 二 阶 系 统 .注音 到 
(二 {1.17) 
和 式 C. II 对 应 移 微 分 方 各 为 二 阶 撩 微分 方程 : 
20sy + wy = nlf) {1.18) 
这 是 - -个 阻尼 受 进 振动 的 动力 学 方程 . @ 称 为 巨 明 尼 日 然 频率. 
称 准 比 阻 尼 系 数 . 


当 上 0 之 之 1 时 ,相当 于 入 阻 电 情况 ;系统 有 一 -对 共 氏 的 极点 ， 
其 过 渡 啊 应 是 振 落 的 ;5 二 0 为 每 由 振荡 ;5 == 1 为 帆 因 阻尼 情形 :5 
> 1 为 过 阻尼 情形 .5 = 1; 相 当 于 系统 有 二 . 章 实 数 极点 情形 ;$ 半 
1， 系统 演变 为 两 个 实数 单 极点 情形 , 临界 阻尼 系统 的 过 渡 响 应 都 
表现 为 元 振 水 的 指数 衰减 . 


i lis 2 开工 全 
EE gs 过 
a ‘by 


图 1-5 二 阶 系统 方块 图 , ta) 闭环 形式 ;tb) 开 环形 式 
这 一 节 我 们 仪 讨论 二 阶 系 统 的 单位 阶 哺 响 应 . 它 的 胀 冲 响应 
和 和 斜坡 响应 可 通过 阶 暑 啊 应 的 微分 或 积分 求 出 . 
2. 多 阻尼 情形 C0 二 ?之 1) 对 于 单位 阶 是 输入 zz 一 1 


" 00 * 
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Us) 一 二 (1. 19) 
Crs) on 
TO ee 
或 
1 
2 
式 中 
ty 一 | (C1. 2) 
称 为 阻尼 频率 . 由 第 … 章 $5 可 亢 
CA to; 
[去 es | EE Sin Cl 
本 i es 
和 十 our》 十 we = e icOs ct (C1. 24) 
因 进 , 式 中 .21) 的 反 变 挽 为 
y= 1 Oo eeos wt > ct ) ft ~ D0) 
(1. 25) 
y(t) ol1- er 十 网 G0) .20) 
- 2 | 
多 一 arctg 人 (1. 27) 
输出 和 输入 的 偏差 为 
OD 28) 


i" (of Fy 《1. 


ee | 
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由 式 (1. 28) 和 .25) 可 知 , 系 统 的 输出 住 振荡 这 程 中 欧 近 稳 念 值 ， 
振荡 频率 为 阴 尼 频率, 它 和 七 有 关 . 这 个 稳 态 值 就 是 输入 可 . 当 8 
二 0, 则 式 避 .25) 变 为 
yt = 1 -coswt (ft 0) (1. 29) 
这 是 种 无 阻尼 等 幅 据 萝 . 
3. 临界 阻尼 情况 人 一 1) 这 时 式 习 . 20) 灾 为 


电 
上 


一 RE C1. 30) 
上 式 的 反 变 换 为 
ye “Yi 二 wt) (之 0) C1.31) 
4. 过 阻尼 情况 信守 1) 这 时 由 于 分 村 有 两 个 相 异 的 洋 根 , 式 
《1. 20) 亚 为 
ce 
了 本 Ci. 32) 
其 中 
Ps 
【1. 33) 


这 是 两 个 一 阶 惯性 环节 的 串联 , 它 的 反 变 换 可 求 得 为 


3 人 


ou i C0) (Cl.34) 


2 ET 5 
可 见 , 这 也 是 无 振 此 地 趋向 稳定 值 ， 

注意 到 sm <0, 式 人 .34) 中 包含 两 个 指数 衰减 项 ,并 有 |5 
过 |si|. 如 果 $ 党 1: 则 !1sci 人 5], 式 (1.34) 厦 边 括 号 内 第 二 项 很 快 
趋 于 零 , 于 是 可 以 看 去 . 同时 注意 到 钳 三 |wi* 1s1, 式 (1. 32) 可 
改写 为 


ytf) 一 1 十 


Y{sy 一 1 


注意 到 |s5 | 沪 |s|, 上 上 式 分 母 最 后 个 因 闻 可 略 去 ,而 简化 为 
» 2 
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Se (1. 35) 
相 应 的 传递 蝇 数 可 简化 为 
Cts) 一 rE (Led) 


于 是 ,系统 由 二 芥 降 为 阶 . 这 说 明 当 系统 有 多 于 … 个 极点 时 ,上 
丰 较 小 负 实 部 的 极点 起 主导 作用 . 
不 同人 值 的 
一 阶 系 统 的 单位 | 
阶 路 响应 用 图 16 。"? 
表示 . 可 以 看 出 当 
5 一 1 时 ,系统 以 最 人 
大 最 快 的 速度 无 "1.0 ~ 
捧 落 地 趋向 输入 08 
导 . D0. 6 
5 一 阶 系统 0. 2 
的 过 渡 珊 应 指标 上 


TREEYL 


由 上 上 面 的 计 论 nt 
吕 以 看 出 ,二 阶 系 
统 岁 性 能 由 EE 利 图 1-6  . 阶 振荡 系统 的 单位 阶 路 旷 应 


ww 两 个 量 完 全 悄 定 . 然而 由 上 了 上 控制 系统 在 实验 中 对 这 两 个 一 进行 
直接 测量 比较 困难 . 和 人们 提出 了 各 种 指标 来 衡量 “ 阶 委 统 的 性 能 
如 图 1-7 所 示 ,这 些 指标 有 延迟 时 间 世 .上 升 时 间 志 , 蜂 值 时 间 z,、 
最 大 超 调 量 M 及 调整 时 间 4 等 等 . 作为 例子 ,我 们 在 这 里 介绍 大 
阻尼 情况 直 如 和 M, 与 参数 ?和 ww 之 间 的 关系 . 
峰 慎 时 间 六 基 指 啊 访 上 昌 线 从 老 上 升 到 篱 -一 个 极 大 值 玖 时 间 . 
为 求 出 t ,对 式 (1. 25) 求 导数 ,有 
d yt) on 


一 - -一 


df 


3 
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当 二 tj， 上 式 应 为 零 , 于 古 有 


sin wats = 0 
或 
fs 一 一 找 二 元 (1. 38) 

最 大 赵 调 量 M, 就 是 :一 局 时 输出 值 与 稳 访 值 之 差 , 即 

M, = yt) — 1=e 7 (1. 39) 
可 见 M; 只 与 志和 z 
关 , 由 式 (1. 38} 和 允许 误 夫 
《1. 39) 可 见 , 有 了 了 ~ 


Mf, 和 Fp 之 值 ， 就 
可 以 确定 站 和 ms， ER 
因此 并 阶 系 统 的 0, 1]- 


基本 特性 就 可 确 
站 
由 前 面 的 讨 
论 可 以 看 出 ,在 过 图 1-7 ” 袁 示 性 能 指标 tivt sts,M。 和 二 的 
阻 总 情形 ,由 于 单位 阶 唉 响应 曲线 


1, 本 阶 系 统 的 特征 方程 上 有 两 个 实 恨 ,系统 可 轨 结 为 由 两 个 一 阶 
子 系 统 串联 而 成 . 系统 的 行为 类 似 于 ~- 阶 惯性 系统 . 它 的 辅 出 无 振 
荡 地 站 向 焉 态 值 ,并 可 由 绝对 值 较 小 的 极点 来 近似 . 在 下 诅 尼 铺 
形 , 由 于 $<<1, 特 征 方 程 有 -对 共 力 复 根 ,系统 的 行为 与 一 阶 系 统 
很 本 不 同 , 它 是 训 减 气 落地 趋向 稳 态 值 . ed 系统 在 欠 阻 尼 
情形 前 这 一 特点 ,通常 称 这 一 类 系统 为 二 阶 振 荔 系统 


三 、 高 阶 系统 
第 一 章 曾经 指出 ,一 般 线 性 定常 系统 的 传递 函数 为 “有理 分 
式 : 
+ 
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(ris}y 一 ee 【ie ,0 
如 一 ] ] 


宇 3 时 , 称 为 高 阶 系 统 . 

对 式 (1. 40) 进 行 因 式 分 解 ,假定 结果 为 

KG 十 aa 十 aa 二 aa a.) 
ts + p27ts TT polls T+ pe) 

式 中 zyzzr zm 和 (py; 户 io ;所 o 介 别 表 未 零 总 利和 极点 的 仙 值 . 

男 一 方面 , 式 (1.40) 也 可 展开 成 部 分 分 趟 之 和 (这 星 只 以 极点 是 各 

不 相 河 的 情形 为 例 ); 


(Crisy 一 


， = Ei ; 
CO 2 a ‘1. 42) 
从 爱 变 欧 数 沦 绷 度 看 ， 式 中 系数 cc 古 极 所 二 一 的 留 数 .它们 的 


求法 在 第 -~ 下 3 5 作 过 介绍 . 式 (1. 42) 的 拉 普 近 斯 反 滨 挨 就 是 系 
统 的 单 谱 脉 注 响 应 


gt) = > ei 和 


上 后面 介绍 稳定 性 理论 时 将 说 明 ， 从 自动 控制 角度 再 ,我 们 感 兴 
趣 的 系统 是 所 有 极点 为 负 实 数 或 具有 人 负 实 部 的 复数 ,好 Retp,] 忆 
0. 队 几 何 上 看 ,它们 全 部 位 于 : 复 平 面 的 左 半 平 闸 . 因此 , 工 
‘1.42) 每 个 部 分 分 式 所 对 应 的 胀 溃 啊 应 分 晤 部 蚌 随时 间 而 上 恬 减 
的 . 系数, 的 大 小 确定 每 一 个 分 量 的 权重 . 而 Rer 太 1] 则 确定 相应 
分 其 的 指数 衰减 速率 , 妇 果 荣 个 极点 放 离 s 平 向 的 丽 标 原点 ;有 即 外 
十 遥 近 的 左 半 夯 上 ,那么 它 的 留 数 也 一 定 很 小 . 这 个 极点 所 引起 的 
脉冲 响 亨 分 其 所 占 的 权重 小 ,而 且 豪 减 舌 ,因而 对 整个 系统 行为 的 
影响 也 小 ,可 以 逝 略 . 

男 一 方面 ,从 式 (1.41) 罩 ,如 时 有 一 个 想 点 和 某 个 专 点 重 谷 ， 
比如 p= 二 zi; 那 乏 由 于 它们 相约 , 式 C1.41) 就 可 衡 化 为 


人 a 
0 bea 


于 量 [ 
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这 种 情形 称 为 杰 极 点 相 消 .不 过 即使 两 者 不 完全 相等 ,只 要 充分 接 
近 ;ps 守 zo: 邦 委 它们 也 可 以 近 和 似 地 约 去 ; 式 (1.44) 和 可 近似 成 立 . 
事实 上 .这 时 的 极点 ;= 一 所 对 应 的 留 数 也 一 定 很 小 . 它 对 系统 
的 贡献 从 式 (1. 42) 角 度 看 也 Rf 以 略 去 ,通过 这 样 的 方法 ,高 阶 系统 
就 可 由 低 阶 系统 来 近似 . 

一 个 实际 的 控制 系统 ,传递 国 数 , 式 (1. 40) ,分 了 分母 符 系 数 
都 是 实数 .因此 , 它 的 零点 和 极点 一 定 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 
的 共 二 复 数 . 妇 果 在 实数 范围 内 进行 分 解 ,孝公 对 应 于 式 (.427 的 
应 是 

和 外 cls 二 Ci) 十 co ww 一 名 
C1.45) 
式 中 g 一 2r 二 .可 以 看 出 ,高 济 系 统 由 一 些 简 单 的 于 系统 组 成 . 这 
些 简单 的 于 系统 就 足 前 面 讨论 这 的 一 阶 惯性 系统 和 .. 阶 振荡 系 

根据 刚才 的 讨论 ,这 些 子 系统 对 牧 个 高 阶 系 统 的 志 南 是 不 阿 
的 . 越 接 近 5S 平 页 淮 标 原点 并 有 旦 远离 各 个 寄 点 的 极点 对 系统 整体 
行为 影响 武大 . 对 系统 行为 起 主要 作用 的 极点 称 为 主导 慨 点 . 名 数 
实际 系统 ,下 导 极点 中 一 对 复数 芯 久 棚 点 .这 时 ,一 个 蚀 阶 系统 吕 
以 用 一 个 二 阶 振 滥 系统 米 近 羽 . 如 果 证 导报 点 是 革 个 负 实 数 , 姥 么 
系统 将 近似 于 - 防 惯 性 系统 , 盛 振 荡 地 趋 癌 稳 态 值 ， 


Ss2 民 馈 控制 的 意 头 


在 上 澡 后 活 .工业 牛 产 和 于 学 实验 中 需要 某 些 物理 草 保持 恒 

定 . 比如 房屋 的 恒温 恒 汪 ;化 上 三 和 发 电 广 芍 正 态 . 进 度 . 流 展 的 年 

全 控制 ; 动 办 机 械 的 转速 挫 制 . 在 另 一 些 场合 又 要 求 控制 系统 的 行 

为 能 够 随 输 入 信号 人 的 改变 击 政 党 ,如 在 达 对 飞机 的 跟 跨 罕 靠 . 信号 
.gg 。 
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的 反馈 是 实现 上 述 控制 的 关键 技术 . 本 凶 用 一 些 简化 的 例子 说 明 
反馈 控制 系统 的 构成 和 意义 ， 

一 .反馈 控制 系统 的 构成 

蒸汽 机 的 转速 控制 是 早期 的 中 心 带 禹 之 一 , 最 原 始 的 于 动 控 
制 过 程 可 能 是 这 样 进行 的 . 首先 采用 某 种 方法 观测 蒸汽 机 的 转速 ， 
一 旦 转速 办 低 , 由 人 去 开 大 屯 汽 的 圈 门 , 由 :于 飞 纶 的 惯性 ,转速 不 
能 立即 变 得 很 太 . 等 到 写 逐渐 地 变 到 足 通 大 时 ,再 关 小 继 汽 网 门 . 
由 于 节 汽 机 的 负荷 并 不 是 恒定 的 . 阀门 并 度 了 转速 之 问 没 有 一 … 
对 应 关系 , 图 门 开 多 少 合适 需要 途经 验 去 判断 . 这 种 调整 需要 不 断 
地 进行 . 如 果 节 汽 机 人 负荷 和 荡 汽 压力 不 变 , 可 以 相信 ,最 旺 :- 定 可 
以 调 到 合计 的 转速 .但 是 一 旦 付 行 收 蛋 或 者 关 汽 压 力 有 受 化 .这 种 
调整 又 效 香 新 进行 . 从 全 过 程 看 ,转速 控制 的 淮 确 性 很 低 . 并 且 会 
内 大 而 蜡 . 这 种 控制 从 工 释 角 度 看 是 -各 开 环 控 制 . 图 2-1 为 其 示 


意图 . 

如 果 把 人 的 作 
用 包括 在 内 就 构成 

开 度 i : 

_ -种 闭环 控制 . 东 到 "| 北汽 机 | 转速 
汽机 的 转速 信和 号 通 四 
过 入 的 眼睛 等 达到 
大 脑 去 决定 泣 门 的 图 2-1 获 汽 包办 速 开 环 控制 示意 长 
开 度 . 这 个 过 程 就 
是 信息 反馈 . 这 种 反馈 作用 在 工程 上 加 以 实现 就 构成 了 转 一 的 让 
动 调节 系统 ， 


转速 控制 实际 上 是 动力 机 械 推广 应 用 的 关键 技术 之 一 .被 湛 
为 莱 把 机 发 明 人 的 此 特 , 同 时 也 是 离心 调 速 絮 在 蒸汽 机 上 应用 的 
创 学 者. 麦 殉 斯 书 则 是 调节 理论 的 奠基 人 . 现在, 不仅 敬 汽机 ,而 且 
所 有 内 网 发 动机 也 都 采用 了 这 种 装置 来 粗 栈 控制 转速 - 如 图 2-2， 
离心 调 速 右 的 么 理 是 利 册 弹 筑 暗 力 (或 午 力 ) 和 离心 力 的 平衡 来 测 


a 
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最 转速 . 转速 越 高 离心 力 越 
太 , 暗 赞 受 奈 绍 也 越 多 .可 
以 用 弹 蔷 活动 端的 移动 上 距 
网 代 表 发 二 机 的 转速 . 由 于 
把 顽 料 交 门 种 弹 自 活动 端 
相 联 ,就 构成 了 发 动机 转速 
的 调节 装置 . 弹 赞 预 置 得 不 
司 , 发 动机 的 稳定 转速 也 不 
问 , 发 动机 的 转速 就 受到 预 
置 值 的 控制 , 它 的 及 局 控制 
示意 图 如 图 2-3. 

图 2-3 的 系统 与 图 2-1 
所 示 系 统 的 不 同 之 处 在 于 
有 一 个 离心 调 速 器 , 它 可 以 Ee 
测量 转速 ,同时 可 尺 通过 预 置 辜 簧 设 定 转速 并 可 以 将 得 到 的 霖 次 
信和 叶 云 调 记 了 闪 门 .由 于 功能 上 的 和 不同 ,在 图 2-3 中 把 一 个 调 速 器 分 
成 两 部 份 :测速 右 和 减法 碍 . 由 于 离心 调 速 化 一 直 对 转速 进行 监 
示 , 并 且 能 够 取得 和 和 期望值 的 差 值 去 调节 人 阅 门 , 因 冰 转速 能 够 得 到 
比较 粗略 泊 控 制 . 这 是 色 铝 控制 的 主要 优点 . 但 是 这 种 机 械 寺 的 济 
和 和 相 调 拉 系统 不 仪 体积 庆 太 ,而 且 淮 确 性 不 高 ,得 不 到 理想 的 缚 
果 . 由 十 电子 管 以 及 
随后 的 章 悼 管 和 集 
成 电路 的 友 昌 ,利用 
电子 学 系统 可 以 方 
便 地 构成 各 种 性 能 离心 测速 器 
的 控 抽 间 ,大 大 扩大 


了 系统 的 控制 功能 ， 
一 般 反 局 控制 系统 图 2-3 转速 反馈 控制 示意 力 


下 Le [9 
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的 构成 如 图 2-4 所 
未 ， 

-由 电子 学 电路 
构成 的 控制 系统 大 
体 上 可 分 为 如 下 四 
个 部 分 ， 

(让 被 深 过 程 ; 图 2-4 上 友 愤 控 抽 针 统 示 意图 

《对 被 控 进 行 测 量 并 转换 成 电信 号 的 传 感 需 ; 

Ci) 根据 控制 信号 的 大 小 改变 被 控 量 的 执行 机 构 ; 

(iy) 具 有 各 种 运算 切 能 的 控制 兹 . 

传感器 . 丘 行 机 构 和 控制 句 是 梅 成 反馈 控制 系统 的 基本 控制 
元 件 . 要 控制 不 同 的 被 返 过 程 , 只 要 采用 相应 的 传 感 髓 .执行 机 构 
和 控制 器 就 可 完成 . 如 果 要 控制 的 是 电动 机 转速 , 通 汕 采用 测速 发 
电机 必 传 感 元 件 . 和 而 由 于 硅 可 控制 右 CSCR) 可 忌 根 据 微 能 的 控制 
信号 ! 老 压 或 电流 ) 去 改变 大 功 举 的 拖 动 电力 , 它 在 这 里 被 作为 执 
行 元 忻 . 要 控制 温度 风 需 要 和 铂 电 阻 或 热电 俐 作为 温度 传 感 元 件 . 旭 
果 被 控 的 加 热 系 统 是 由 电力 供电 的 ;如 电炉 , 电 上 烘箱 等 但 温 妖 , 则 
也 ff 以 采用 硅 可 控 整 流 姻 构成 执行 元 件 . 对 于 化 工 积 电力 部 1 和 芷 
生产 这 程 中 需 点 讲 行 压力 和 流 医 的 控制 , 则 玻 需 要 相应 的 还 力 和 
流量 的 传 感 圳 .也 需要 电动 阁 门 作为 执行 元 件 必 控制 管道 的 流 旦 . 
如 此 种 种 的 应 用 ,使 得 自动 化 工业 部 门 按照 控制 器 ,传感器 和 执行 
机 构 三 太 类 研制 出 一 代 代 标准 化 .系列 化 的 仪表 进一步 又 推动 了 
旨 支 控制 技术 的 上 庶 用 和 发 展 .除了 电动 仪表 过 处 ,还 有 人 乞 志 侈 去 、 
液压 仪表 等 . 然而 ,控制 系统 的 划分 基 相 对 欧 . 它们 之 间 可 以 合 许 ， 
也 可 以 分 成 更 小 的 单元 . 这 要 根据 控制 对 锭 的 复 条 性 ,精确 诬 昌 要 
求 和 经 济 指标 而 定 . 

二 、 反馈 控制 勾 统 的 传递 函数 

1， 方块 图 -个 复杂 的 控制 系统 第 常 由 不 同 的 于 条 统 ( 或 称 


日 人 
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为 环节 ) 构 成 . 每 个 环节 按 各 自 的 功能 都 有 相应 的 数学 模型 . 这 号 
烙 学 模型 用 传递 曙 数 
米 找 写 . 对 于 图 2-4 所 
未 的 定 值 调 人 入 系统 ; 假 
定 控制 器 ,执行 机 构 种 
被 控 过 程 的 传递 函数 
A ONO 图 2-5” 定 借调 节 系统 方块 图 
ls 传 感 铝 的 传递 
毅 确 为 豆 cG) ,于 是 可 以 通 出 方块 疼 , 如 图 2-5. 这 样 的 方块 图 法 友 
爱 了 定 值 调节 系统 的 信号 传输 过 程 .也 表达 了 各 环节 之 间 的 数学 
关系 . 假定 图 2-5 中 所 有 在 前 向 通路 中 串联 在 一 起 各 个 环节 的 传 
递 国 数 Ga ,Gts) 和 (C5) 用 一 个 统一 的 传递 函数 全 (5) 米 表 ,: 
G5) = G(s Gs Cs) (2.1) 

那么 ,图 2-5 便 吕 用 图 2-6 来 代 幸 . 

根据 图 2-6 ,传感器 下 (5 将 
输出 信号 Yt(s) 反 镶 到 输入 端的 
比较 器 ; 它 和 畏 入 什 (s) -起 
对 系统 起 控制 作用 . 这 就 构成 了 
所 请 反馈 控制 ,由 于 区 外 通 路 的 
存在 ,整个 控制 系统 在 形式 上 类 图， 65 反 情 控制 系统 方块 图 
似 于 一 种 闭 台 可 路 ,所 以 又 称 闭 
环 控制 . 

几时 没有 传感器 把 输出 信号 返回 有 到 输入 吴 , 则 称 开 坏 控 制 . 或 
前 馈 控 制 . 对 于 这 -类 系统 ,只 有 对 被 控 对 象 能 够 进行 足够 详尽 的 
了 解 和 描述 ,并 有 对 于 控制 器 又 能 够 根据 需 鉴 进行 精密 的 设计 , 才 
能 进行 准确 的 控制 . 

2. 闭环 传递 函数 ”根据 第 - - 章 837 的 讨论 ,图 2-7? 所 示 的 负 
反馈 系统 前 团 坏 传递 博 数 为 

= ]UD* 
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了 本 (Cres) 
Pt 1+OCGHG) 

注意 到 反馈 系统 是 通过 偏差 信号 已 6s) 对 系统 的 控制 施加 影 
啊 的 . 懈 差 最 妈 是 研究 反馈 系统 伺服 特性 的 重要 内 容 . 球 存 进 一 - 步 
讨论 坑 兰 信号 Et3) 的 表 
达 式 . 

刀 果 将 方块 图 2-6 
等 价 变换 为 图 28, 这 时 
El 为 输出 ,原来 的 输 
出 说 (5) 成 三 中 癌变 量 . 
值 母 注意 的 是 在 向 2-9 
中 ,条 向 通路 只 是 一 落 
信和 号 传输 线 . 由 十 它 大 
引起 前 乒 数 学 关系 的 改 
变 . 传 递 丽 数 应 当 等 于 
1. 而 图 28 中 反馈 通路 图 2-8 ”以 偏差 节 为 输出 的 方块 图 
下 由 GCs) 和 21(5S) 病 个 
环节 内 联 上 认 成 .按照 式 (2.2). 以 Et5) 为 输出 ,Us) 为 输入 的 传递 


Ws) 一 


(2 2) 


转 数 力 

Ets)y 1 

eT worn) 
玻 

a I a 

Fts) TC (Cs) 2 


3. 多 输 人 系统 的 独立 作用 原则 ”假定 系统 除了 正 带 输入 信 
DG 以 外 ,还 件 等 个 节点 引入 和 干 抗 癸 号 N53) ,如 图 2-9. 现在 研 
一 穹 这 类 系统 两 个 输入 信号 已 4 和 交合) 对 输出 了 (本 影响 
由 图 2-9 可 网 
Lisy = 0 ts) JiisyY ts) {2,.5) 
" Jol: 
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A = Nt) 二 GI(S ECS) (2,6) 


Yes) = G(s IRs) (2 7 
上 上 面 二 式 消去 中 间 变 量 Ei5) 和 Kt) ,整理 后 可 得 


GC 


(2. 8) 


Y(ts) 一 


由 上 式 可 多 ,输出 节 
(中) 等 于 输入 信和 刁 
rs) 的 页 献 和 二 :过 
信和 号 入 Cs) 的 贡献 之 
秆 . 并 且 , 右边 第 - 
项 0) 的 系数 正好 


是 系统 不 受 干扰 时 图 2-9 ”有 干扰 的 反馈 控制 条 统 
的 嘱 环 传递 靖 数 ;第 - 


项 Nts) 的 系数 也 正好 是 G3) 二 09 于 ,系统 以 Nts) 为 输入 ， 
(Cs) 为 输出 的 闭环 传递 消 数 . 商 个 输入 明和 Nts2 对 输出 的 
贡献 是 相互 独立 的 . 它们 不 随 对 方 是 瑞 存 让 或 取 值 大 小 而 必 变 .这 . 
就 是 线性 控制 系统 输 太 信号 的 独立 作用 原则. 

显然 ,两 个 输入 信号 的 结论 可 以 推广 到 更 多 个 输入 信号 的 情 
形 . 国 此 ,对 于 多 输入 的 线性 控制 系统 ,如 果 只 需要 研究 共 中 荣 一 
个 输入 量 对 系统 输出 的 影 黄 ,是 以 不 考虑 其 他 痊 入 的 让 点 ,或 假定 
其 他 输入 为 过 .这 -点 对 于 处 理 实际 问题 是 简便 的 ， 

三 ,反馈 控制 系统 的 伺服 特性 

输出 信号 的 反馈 是 实现 体 了 服 控 制 酋 有效 方法 . 这 “点 已 在 本 
节 并 始 部 分 作 了 定性 说 明 , 下 面 举重 进行 定 直 表述 ,使 证 首 获 得 比 
较 财 切 的 感性 认识 . 

* 总之。 
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[ 例 1 现在 讨论 如 图 2-10 所 描述 的 温度 自动 调 太 系统 . 为 向 


棋 2-13 温度 自动 调节 系统 示意 图 

化 讨论 ;假定 传 感 瘟 的 辆 出 和 实际 被 测 温 度 具 有 人 稿 单 的 正比 关系 ， 

万 (5 一 用 《上 1. 1) 
并 日 , 放 太 妖 和 夺 可 控 整 流 锋 也 都 可 以 表示 成 包 单 的 比 例 关 系 . 设 
两 者 串联 在 一 起 的 总 的 放大 倍数 为 睛 , 邯 

KifsOfrrts) 二 点 (Al.2) 
本 例 的 控制 对 象 是 恒温 箱 的 温 典 .和 第 一 章 36 中 例 3 题 关于 化 
学 反应 兹 加热 过 程 所 作 
的 讨论 相 羽 :恒温 逢 的 vew 
传递 晒 数 在 一 阶 近 似 下 
也 可 写成 


Cals) = 


了 十 1 
(A. 3) 加 2-11 简化 的 温 席 上 太 导 控制 系统 

这 样 , 温 度 控 制 系统 的 方块 图 就 变 为 如 图 2-11 所 示 . 

为 意义 清晰 起 见 , 对 方块 图 2-11 作 适 当 变 挽 ; 主 要 是 将 相 如 
点 洛 反 馈 通 路 移 至 反馈 环节 (传感器 ) 的 前 方 . 也 就 是 将 反馈 环节 
的 传 违 衣 数 包含 在 前 局 通路 之 中 ,如 图 2-12 所 示 . 

其 过 程 是 这 样 的 :由 于 在 图 2-11 中 ,有 有 
bis) = (ry AY(s) (Al1.4) 


"103* 
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在 图 2-12 中 , 相 加 点 企 有 cc 的 前 面 , 而 
Ets) = TUG) 一 HG] 一 二 PC — YCs) (A1.5) 


这 说 明 , 为 了 位 持 方块 图 21] 和 2-12 等 从 ,在 图 2-12 中 ,Uts) 与 
新 的 相 如 点 之 间 必 须 增 如 一 个 环节 1175. 设 


UY = TU CAL. 8) 


为 新 的 输入 量 , 则 图 2-12 可 人 简化 为 图 2-13. 这 是 一 个 单位 反馈 方 
块 图 . 由 于 衣 是 异 浴 器 的 实际 温度 值 与 温度 传 感 瞧 输出 电压 值 之 


Ps 


图 2-12 相 辑 总 移动 后 的 方块 图 
阿 的 比例 系数 ,也 是 温度 和 电压 的 换算 因子 ,其 单位 为 了. 而 
( 录 是 温度 设 定 值 的 电压 信和 号 ,因此 ww () 就 是 相应 于 2 的 温 虚 
设 定 值 本 身 . 它 宕 示人 们 要 求 系统 达到 的 温度 . 为 使 例 了 时 简单 - 
紫 , 我 们 设 w(t 是 单位 阶 牙 沙 数 , 即 


1 人 
:EY {AL. 7) 
0 cf) 
由 图 2-13 可 得 以 (5 为 
俞 入 的 闭环 传递 隔 数 为 rts) 
he 


二 有 
或 
加 2-13 简化 方块 图 
hgRr 
Wtsy = 一 
T 十 
s 全 本。 
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人 
* 


= CA1. 8) 
亡 代 表 系 统 前 向 通路 的 总 增益 (放大 倍数 ), 并 卫 邻 
人 (A1.9) 


1 十 内 下 十 瑟 


5 
J el 
于 是 
四 a 1 
W() = Ft CA1. 11) 


由 此 可 网, 一 阶 环节 的 单位 到 馈 系统 仍 为 一 阶 系统 ,下 , 和 了 分 别 
为 团 环 系统 的 增益 各 时 间 常 数 , 由 于 式 (A]1.7)， 


(7 二 


Ys)= Cts}t (sy) 


fr! 1 
Ts 二 1]1s 


(Al.12) 
不 礁 根据 本 章 #1l 的 讨论 , 求 得 式 
(上 1 12) 在 时 间 域 的 过 渡 响 应 为 
y(t) = KC — 0- 亨 ) 


z (Al.13) 图 2-14 ”响应 曲线 
其 响应 上 曲线 如 图 2-14 斯 示 . 和 $1 

中 的 情形 类 似 , 系 统 经 过 -有 段 时 间 之 后 趋向 稳 态 伪 . 但 由 丁 这 里 的 
闭环 增益 为 


* ]0D* 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fi neprint,com.,cn 


因此 ,响应 曲线 不 趋 于 1 而 是 趋 于 古 . 因此 与 设 定 值 存在 着 仿 差 ， 
由 拉 普 拉 斯 变换 的 终 值 定理 ,有 


Foo) 一 limsEts) SS 1 CAl. 14) 


由 此 可 见 , 通 过 反馈 实现 的 定 信 调 告 系统 如 果 存 在 不 为 鹤 的 稳 态 
偶 差 , 则 可 通过 增 天 开 环 增 蔓 天 ( 特 别 是 放大 名 的 放大 代数 下 ?来 
减 小 . 可 以 看 出 图 二 10 中 设置 放大 器 的 意 尺 ， 

男 一 方面 ,由 式 (41.19) 可知 , 财 环 时 间 常 数 工 ; 小 于 开 环 时 
间 常 数 工 , 同样 ,天 越 大 ,了 越 小 .从 而 如 快 了 系统 的 咖 应 速度 . 

以 上 两 点 是 温度 控制 系统 由 于 引入 反馈 以 后 的 重要 特点 . 

最 后 应 当 指出 ,在 这 里 ,整个 温度 自动 调节 系统 是 被 大 大 入 化 
了 的 . 首先 对 被 控 过 程 我 们 忽略 了 很 多 因素 :比如 环境 的 征 定 性， 
温度 分 布 均匀 件 以 及 恒温 器 本 身 的 传 热 问题 等 等 ,控制 器 和 传 感 
器 一 - 般 都 有 时 间 的 滞 局 ,有 时 还 具有 比较 复杂 的 函数 关系 . 因此 实 
际 系 统 的 行为 常常 与 二 阶 振荡 系统 更 接近 一 些 ,这 里 上 只 是 为 了 初 
步 介绍 一 种 方法 ,对 系统 作 了 非常 粗 格 的 ,理想 化 的 近似 . 

[ 合 2 本 和 例 将 进一步 说 曲 ; 和 开 环 控制 相 比 较 , 闭 坏 控制 可 降 
低 系 统 的 输出 响应 对 内 部 参数 变化 ,特别 基 元 件 变 化 的 敏感 程度 . 

如 果 我 们 要 设计 一 个 适当 的 开 环 摊 制 系统 ,必须 非 清 课 局 地 
选择 开 环 榨 证 器 的 所 有 元 件 , 议 俩 它们 能 够 准确 地 啊 座 . 然而 ,对 
于 设计 - -个 团 环 控制 释 综 来 说 ,可 选用 精度 较 低 涧 元件: 这 足 册 为 
系统 对 C(z) 中 参数 变化 的 敏感 程度 泸 小 为 原 有 的 151 下 0 

为 了 说 明 这 点 ,分 别 考 虑 如 图 2-15(a} 种 tb) 所 示 的 并 环 和 闭 
下 系统 ,假定 ,由 于 参数 的 变化 ,G03) 变 为 GC) 十 AG C5), 式 中 
IE 读 |A50G)| ,那么 ,在 图 2150a) 床 下 的 开 环 系统 中 ,输出 

Yts) TT AYC) = COUsY + Mrtsi I {st} 
相间 ,输出 的 变化 是 ， 
+* JOB * 
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AT 一 ACTTC51 
住 图 2-15tb》 所 示 时 闭环 系统 中 


YC 二 AY(s) 一 2 9 A 5 ) Sy 
有 
A Jj; 
0 


于 是 ,由 于 GG 中 的 参数 改 朗 所 引起 的 岂 环 系统 的 辆 出 的 变化 减 
小 为 原来 的 171 +GE5 站 ;在 许多 实际 情 沉 中 ,11 一 避 ts) | 的 值 远 
二 太 丁 1. 

因 玫 ,为 了 减 小 元 件 和 参数 变化 对 系统 的 影响 ,我 们 通常 对 精度 
会 的 元 件 并 联 一 个 反 匀 回路 . 事实 上 ,及 馈 系 统 的 精度 各 靖 取 诀 于 
汉 局 道路 中 传 感 元 件 的 精确 性 . 


: Err Y 
Cs) Yer) a ~ 可 (8) 


千 2-15 ta} 开 环 系 统 , tb) 闭 计 系统 

[ 例 3 近代 的 下 洋 船 斯 部 装 有 水 平 舵 以 克服 海浪 引起 的 频 
笋 ,如 图 2-16(a). 其 方块 疼 如 图 2-165b) .图 中 凡 表示 航行 中 要求 
的 船体 容许 次 组 ,及 表示 山体 空 际 六 前 . 流 角 的 大 小 用 王 直 附 螺 仅 
ea ee 船体 摇摆 的 动力 学 过 程 假 定 可 以 
(yts) = Te (3,.]) 
海浪 作用 十 铭 体 的 握 友 为 和 NC) ,在 控制 系统 的 前 应 通 足 中 诬 肖 一 
个 放大 蓓 人 水 平 屁 体 服 调节 蜗 ) 用 米 改 善 系 统 的 伺服 特性 ,长 放大 

倍数 为 下 .假定 海 少 对 船 恒 的 抗 动 吕 用 单位 阶 皮 表 数 米 表 上 于, 央 


“i? 
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Nii} 一 


再 在 要 装 论 的 基 扰 动 对 船体 滚 前 的 影响 . 


(A3. 2) 


{ 岂 惨 调节 问 ) ‘和 隔 柑 所 提 过 程 ) 


i 准 直 陀 嵌 传 感 癌 ) 
ib) 


图 2-18 ”船体 的 抗 浪 控制 
疼 2-164b) 表 示 的 是 一 个 具有 两 个 输入 的 系统 . 根据 前 面 的 - 
论述 ; 当 讨 论 基 中 一 个 输入 Nts) 对 系统 的 影响 时 ,林寺 假定 另 一 - 
个 输入 所 二 0. 这 时 ,条 统 的 方志 图 等 价 于 图 2-17;, 从 Nt(s) 到 名,(s) 
的 闭环 传递 聊 数 为 
ss {Cr (sy 


WS ey Te 


cu ] 


:F205 Et = Rk 5 


tA .3 


Dt = WN sy = 


* 1S * 
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乒 式 右 按 考虑 了 和 式 (A3.17 和 (3. 2). 
如 果 考 虑 我 动 对 船体 的 稳 态 影响 , 则 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 终 
值 定理 有 


g(t) = 1 m 名 ， {$1 -— 


只 有 完 分 增 六 水 平和 能 的 局 有 眼 
调 了 是 的 辟 大 倍数 , 海 当 充 
船 悼 题 稻 的 税 态 弦 吓 可 以 得 
到 有 有 效 的 抑制 .如 水 系统 是 
开 环 的 ,那么 单 亿 除 跃 殷 动 
对 输出 的 稳 礼 贡献 趋 二 1 图 2-17 等 价 方块 图 
抗 动 对 秆 出 的 峡 响 得 不 到 盾 
市. 这 六 一 次 说 明 反 馈 对 伺 服 控制 的 意义. . 

当然 ,在 这 个 例子 中 ,只 涉及 扰动 对 系统 称 态 特性 的 影响 . 如 
果 妥 进一步 计 论 如 何 卸 制 批 动 对 系统 瞬 态 特性 的 总 咖 ,那么 水 平 
舵 的 伺服 调节 器 不 能 只 是 :个 单纯 的 比例 放大 吉 . 这 个 门 题 留 行 
下 一 节 讨 沦 . 

凯 纳 起 来 ,反馈 右 以 下 作用 : 

(让) 慌 妥 系统 的 时 间 珍 数 , 改 善 员 应 速度 ; 

C2) 改 善 系 统 的 线性 度 , 降 低 非 小 性 元 件 对 系 综 行为 的 影响、 
线性 诬 主 要 取 雇 于 他 感 元 件 . 

C33) 变 积分 环 厂 为 一 阶 惯性 环 市 . 

《4) 利 用 下 反馈 可 增 大 回路 增益 . 

后 面 还 会 发 再 文 馈 的 不 利 一 面 ,除了 增加 系统 的 复杂 性 直 , 在 
必用 不 当时 将 引起 系统 的 不 稳定 . 


(A 丰 3,4) 


1 
] 十 二 
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3 3 工业 控制 中 的 PID 调节 


前 节 指 出 ,了 业 应 用 的 反馈 控制 系统 中 ,控制 单 二 通常 分 为 二 
类 :传感器 .调节 器 和 执行 机 构 , 如 图 2. 5 所 示 . 其 中 ,调节 器 设计 
成 通用 的 , 称 PID 调节 器 ,是 比例 -积分 -微分 调节 器 的 英文 单词 
的 缩写 . 传感器 和 执行 机 构 因 控制 功能 不 同 而 异 . 本 节 介 绍 PID 
调节 器 的 控制 原理 . 

1. 比例 控制 ”由 上 节 温 度 控制 的 简单 例子 可 以 看 出 ,控制 器 
放大 倍数 上 对 于 - 阶 系统 的 控制 性 能 起 着 十 分 重要 作用 .但 足 实 
际 这 程 中 ,* 的 增 大 是 受到 限制 的 . 

如 果 过 :大 就 会 和 起 一 些 不 利 的 效 a ee 
应 ,最 常见 的 是 引起 振荡 ,因此 必须 “一 产 并 四 
考虑 其 它 措施 . 工业 中 . 常用 的 还 有 

积分 控制 和 微分 控 先 . 而 把 调整 放 

大 倍数 的 控制 手段 称 为 比例 控制 ， 图 3-1 比例 控制 方块 网 

由 于 控制 器 通常 加 在 被 控制 过 程 之 前 ,我 们 用 mm 人 ) 表 坟 中 间 
输出 ,偏差 信号 eG) 表 示 和 输入 ,对 于 增益 为 玉 , 的 比例 控制 


mt{t) = Kett) (3.1) 
或 
yp a SY he 
C0 (C3, 2) 


其 方块 图 用 图 3.] 表示 . 
2， 积分 控制 ” 如 时 控 制 上 志 的 输出 (是 输入 20) 的 积分 ;有 妈 


mtr) 一 示 | endr 本 
上 式 右边 加 示 是 出 士 量 纲 上 的 苦 虑 ,7 称 为 积分 时 间 . 
则 该 控制 称 为 积分 控制 . 其 传递 晒 数 为 


二 了 了 ] 纺 血 
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ce) 一 和 3 一 志 
其 方块 图 如 图 3-2 所 示 . 

对 于 这 样 的 系统 , 邑 当 et 站 三 0 
时 输出 训 三 ) 才 避 持 带 数 . 只 要 et) 
天 0 0) 试 要 故 丰 ,ee02) 守 0, 输 出 天 
(2) 增 大 ;el 之 0,m( 威 小 , 可 以 利 


用 这 一 性 质 来 消 际 如 前 所 述 的 温度 


{和 


控制 系统 的 稿 态 伍 差 .假定 系统 的 图 3-2 积分 控 抽 片 块 图 
枸 成 如 图 3-3 所 东 , 它 的 闭环 传递 函数 为 
YE) I oe 
a C/T, we 
机 : 凯 考 王 数 则 为 
人 人 C= Fr I eu (3.6) 


I 
Le 
对 于 单位 阶 葡 输入 局 (5) 二 1/7s;, 其 稳 态 依 关 可 由 比值 定理 求 出 ， 


ef 一 ms = lim:s 下 1) 1 
5 一 一 【1 


人 


(3.7) 
这 样 就 消除 了 温度 定 值 控 制 时 的 稳 念 屿 差 . 显然 各 前面 的 比例 控 
制 相 比 是 一 种 重要 的 改进 ， 
由 于 积分 从 制 对 于 含 差 输入 的 瞬 态 啊 应 非常 缓慢 . 通关 和 比 
酌 控制 起 应 用 , 即 


mtt) = Kett) 十 {etrydr (3.8) 
传递 也 数 为 
Ms)y 1 
Fts) 一 ,tl 十 Ti 3,.0) 
we 
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式 中 天, 代表 比 秽 增益 .7 
只 淡定 积分 控制 作用 ,而 五 
的 变动 则 同时 影响 比例 控制 
和 积分 控制 . 严格 地 说 这 种 
控制 称 为 比 情 一 杂 一 积分 控 


图 3-3 温度 控制 系统 方块 图 


制 ,或 PI 调节. 
3 微分 控制 
微分 控制 被 定 交 为 . 
. de ct) 
nlt) 一 Pie di 
ts) = Ts 


T。 称 为 微分 时 间 和 常数. 其 方块 图 见 图 3-4, 微 分 控制 水 称 速率 控 
制 . 它 的 输出 和 偏 瞧 作 叶 ed) 的 变化 率 成 正比 ,如 果 ez) 变化 非常 
缓慢 , 它 的 输出 非常 小 ,但 当 
偏差 信号 有 一 个 快速 变动 ”os oar "6 
时 ,微分 控制 器 可 以 产生 一 于 ene 
个 非常 强 的 输出 脉冲 加 对 被 
控 对 象 ,从 而 较 大 地 改善 了 
系统 的 瞬 态 响应 特性 . 

所 以 和 积分 控制 一 样 ,微分 栓 制 常常 和 比例 控制 一 起 应 用 , 即 
比例 一 加 一 微分 控制 ， 


图 3-4 记 用 控制 方块 图 


detiy 
mitt) 一 下， [ete) ent rl C3. 10) 
MOsy rT  、 
0 pa 长 十 了 六 (32.11) 


在 举例 说 明 徽 分 控制 对 系统 性 看 的 影 啊 之 前 :和 抑 研 究 共 有 一 定 惯 
性 年 的 负载 进行 角度 控制 时 的 比例 控制 ,如 图 3-5. 传 违 函数 为 


二 £, 
下 天 ， 


"1112 。， 
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因 特 征 方程 为 

J5 十 大 ,二 0 
的 归 是 虚 根 ,其 阶 妈 响应 是 无 
限 的 连续 振荡 ,这 不 是 希望 
的 . 如 果 我 们 加 入 比例 -加 - 微 
分 控制 (或 五 下 控制 ) ,如 图 3- 


6; 其 闭环 恢 媚 疯 数 为 
oo Re las) 
i 
只 特征 方 程 为 


ds 十 让 ,一 澡 

由 于 天 天 Tv 都 为 正 , 是 个 特征 恨 具 有 负 的 实 部 ,因此 微分 控制 
引入 了 限 尼 .整个 系统 蛮 成 

了 一 个 带 阻 尼 的 二 阶 振荡 系 3 
统 .如 $1 所 描述 , 基 单 位 阶 
跃 啊 应 最 终 艳 向 稳 态 全 1. 
这 种 控制 明显 地 优 于 比例 控 
市 | . 

由 于 徽 分 入 制 只 对 偏差 们 苇 ef 的 瞬 态 变化 有 作用 ,所 以 -- 
般 不 能 单 狐 使 月 . 另外 微分 控制 对 噪声 比较 敏感 ,有 放 太 作用 ,使 
用 时 必须 注意 . 

作为 常规 调节 仪表 ,通常 把 比例 - 税 分 一 微分 组 人 台 和 在 一 起 格 
成 所 谓 PID 调节 占 . 这 样 有 下 ,, 了 ,Ti 二 个 合 数 可 以 调节 ,根据 
不 同 需 要 ,选择 不 问 数 值 以 于 得 不 同 的 功能 . 

[ 例 局 设 有 :了 上 摆 , 妇 装 在 与 达 人 传动 本 上 ,由 较 3-7 沂 示 . 这 
实际 上 是 一 个 空间 助 推 才 起飞 的 姿态 控制 模型 .姿态 控制 的 日 的 ， 
是 保持 空间 助 挫 器 于 答 直 伪 民 .在 我 们 现在 所 讨论 的 问 古 中 ,我 们 
要 将 摆 保 持 在 重 直 位 泡 上 ,和 但 是 不 加 控制 的 空间 助 推 占 ( 或 本 例题 


= ]] 汪 “> 


FE) 
Kt 二 


图 3-§ 从 押 性 负载 的 PD 控制 方块 图 
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中 的 上 上 搜 ? 是 大 和 视 定 的 . 并 且 于 任何 上 服 同 
可 能 器 任 何方 同 倾 倒 . 

在 本 例题 中 ,我 们 只 考虑 二 维 问 题 ， 
即 认为 捍 只 在 图 3-7 所 示 的 图 面 上 运动 . 
为 了 保持 上 榨 位 于 垂 让 位 登 , 假 设 我 们 
连续 地 测量 8 和 #8 ,并 利用 比例 一 加 一 微 
分 控制 六 产 和 牛 反 人 馈 控 制 推力 ww, 寻 

us CO— Maf + BH) 

假设 在 摆 轴 止 和 车 琨 轴 上 无 滩 控 ,并且 
假 没 8 各 很 小 ; 试 确 定 当 抗 动 入 存在 
时, 能 使 上 择 稳定 地 保持 在 挝 育 伍 置 的 图 3-7 安装 在 马达 慎 
a 取 慎 . , 动车 上 的 上 摆 

C 解 ] 束 个 力学 系统 的 运动 是 两 种 运动 的 复合 :上 可 线 固定 轴 
转动 和 整个 系统 消 工 轴 拥 平 动 .注意 到 8. 电 很 小 ,所 以 singssp， 
coses1. 上 摆 的 定 轴 转 动 方程 为 


Sm 一 pete 一 mls (Al) 


式 中 伍 mf 为 上 摆 对 喘 点 的 转动 惯量 , mgig 为 重力 矩 , 一 mit 为 上 
把 对 小 车 运动 的 惯性 力矩 (小 车 的 加 速度 为 2). 整个 系统 沿 轴 


平 动 方程 为 
md mr -tt- Mi=N+a, 《上 了 
书 寺 | 
st, 一 Mad 4 BH) (A3Y 


由 (C41 和 042) 两 式 消去 zx, 并 考 虚 CA3) ,可 得 
— SmtAMet mt Me — Ntu (CA) 
对 上 式 作 拉 普 拉 斯 变换 ,可 得 


"11l4* 
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本 Sm 十 MOO + Cm MgBCs) = 和 人) + Uls) 


于 是 系统 的 前 向 传递 函数 为 
的 (5 1 
{< 和 CC 
OT ont 4M)s’ + Gn + M)g 
(A5) 
其 方块 图 如 图 3-8 
于 是 不 难得 到 
加 十 4 
A 1 3Mb Me 一 人 
tm 十 4 Cm 十 AM 
(CAG) 
于 单位 阶 路 扰动 ,能 够 保持 稳定 . 
以 王 给 出 了 比例 、 


租 分 .微分 调节 器 的 工 二 
作 原 理 , 目前 大 多 数 工 
业 控 制 系统 是 通过 仪表 
来 实现 的 。 其 中 三 7 六 调 
节 器 由 电子 元 件 攀 成 . 


E 
— mt dM + mt My 


图 3-8 上 摆 的 方 据 图 


在 一 些 特 殊 场 合 ,如 防火 要 求 较 昼 格 的 现场 ,也 可 以 用 气动 元 件 或 
者 其 他 元 件 米 实现 .如 果 控 制 系 统 由 电子 数字 计算 机 (或 单 斤 微 
机 ) 档 成 ,那么 这 些 运算 只 需要 一 个 简单 的 软件 实现 所 需要 的 比 
例 ,积分 .微分 运算 就 能 完成 ， 


+ ]15 。* 
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84 反 旬 系统 的 稳 态 伺服 特性 


前 加 已 经 秋 次 担 及 系统 的 偏差 明 数 和 和 克 态 傅 差 . 偏差 函数 是 
反馈 控制 系统 伺服 特性 的 一 种 其 诬 , 而 稳 态 偏差 则 反映 系统 的 稳 
态 何 服 特 性 . 现在 将 在 一 般 意 多 上 研究 稳 态 偏差 与 传递 函数 和 输 
和 人 函数 的 关系 . 

一 , 稳 态 懈 差 系数 

1. 稳 态 偏差 表达 式 ” 设 反馈 蒜 统 如 图 4-1 所 示 . 根据 本 童 

3 2 的 计 论 结果 ,系统 的 闭环 传递 湖 数 为 
下 - Cris) 


WB Cal 


傅 差 函数 为 


Ets) 一 Uts) ‘4, 2) 


] 
| 二 GsiyHt(s) 


按照 拉 普 拉 斯 变换 的 经 值 定理 .系统 的 稳 态 偏差 可 写 为 
[Ls) 
‘1 二 GOIHG) 


ex 有 了 时 形象 地 写作 etw0). 上 式 胡 明 , 稳 态 仿 差 同时 取决 于 及 局 系 
统 时 开 环 传递 肖 数 相 输 入 谣 数 两 个 因素 . 

2. 输入 函数 的 阶 ”注意 到 一 般 的 输入 变量 常常 可 以 看 成 由 
此 函 效 的 线性 组 合 构 成 ,为 了 简化 稳 态 偏 莽 的 讨论 ,集中 全 鞠 顶 函 


C4.3) 


,二 — limett) hm ; 


数 输 入 情形 , 设 
u(t) 二 (C4. 4 ) 
于 是 
C(ts) 一 二 (44.5) 
“116 。 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www fineprint, Com cn 


mt 称 为 葵 入 图 数 的 阶 ,. 阶 数 越 高 
的 输入 函数 随时 间 变 化 越 快 . 

3. 和 焰 态 偏差 系数 反馈 系统 
跟 跤 不同 阶 的 输入 瑟 数 的 能 力 决 
定 系 统 的 全 有 最 特性 . 将 式 (4.5) 代 
入 式 (4,3), 可 将 系统 跟踪 mr 阶 输 


a ee 司 4-1 及 馈 控 制 系统 ， 
> . 
En s™ OIHts Ys"™ Dy 
定义 
天。 = limG(YH CY)s” (4.7) 


为 系统 的 癌 阶 稳 态 偏 差 系数 . 反馈 系统 的 m 阶 稳 芒 人 篇 邯 em 取决 
于 相应 的 俩 差 系 数 . 对 于 令 阶 输入 , 式 (4. 6 不 为 


] 
f 一 ] 十 KK, 【村 SB) 
对 于 启 于 零 阶 的 输入 加 数 , 式 (4.6) 可 五 
ee 1 (4. 9) 


二 , 稳 态 伺服 特性 

现在 研究 反 人 局 系统 的 跟踪 能 力 .前面 已 指出 ,系统 的 稳 态 懈 考 
慷 沁 于 沪 差 系数 下,. 人 而 式 (4.7) 区 吉明 天。 和 并 环 传递 函数 直接 
相关 . 假定 系统 的 开 环 传递 函数 可 以 写成 
KT — DTys + 1 (Tes + 1) 
setT st DT,s 一 1 +-. 1) 
天 为 系统 的 开 环 增益 …r ae 1 分 环 广 的 阶 数 , 则 由 式 i4.7) 有 


[rt 到 人) 一 


{4. 10) 


~ ~" — lmks" (4.11) 
可 见 , 稳 态 偶 葵 系 数 取 决 于 ,4 和 的 不 同 取 恒 . 以 下 分 曾 加 以 
i 证 论 ; 
* 1li* 
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17 当 r 和 Em 一 1] 时 


六 ,二 则 (4. 12) 
注意 到 由 于 r 之 0, 条 件 r 寺 mw 一] 只 能 导致 mw 之 1. 这 时 
em 一 co (m1) (ad. 1 
(C2) 当 y 一 pz | ， 
Kk (dld) 
系统 稳 态 偏差 系数 等 于 系统 的 开 环 增益 . 这 时 相应 的 稳 仿 偏差 为 
IT 于 及 一 0 | 
= i td. 157 
天 tm 1) 
(3 当 了 之 加 十 1 时 ， 
Kk, 一 co (4. 16) 
于 是 
en m= Ol,") (41. 17} 


将 式 (4.12) 一 i4.17) 所 表示 的 关系 综合 起 来 , 列 为 表 4. 1. 


二 亏 需 7 得， 
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表 4.1 不 同型 号 系统 的 稳 态 偏差 


3) 以 后 的 讨论 表明 ,由 于 稳定 性 的 要 求 ,稳定 的 反馈 系统 ;上 
下 环 传递 函数 包含 的 积分 环节 阶 数 一 般 不 得 大 于 二 阶 . 

头 此 ,线性 定常 系统 通过 反馈 实现 词 服 控制 的 跟踪 能 力 是 右 
限 的 . 提高 系统 的 稳定 性 和 降低 稳 态 偏差 存在 着 一 定 的 不 盾 . 这 是 
控制 系统 设计 时 需要 折 罕 的 因素 . 


85 频率 特性 


前 面 比 较 清 楚 地 讨论 了 -一 阶 条 统 和 二 阶 系统 在 宕 函数 输入 十 
的 过 渡 啊 应 . 但 是 对 于 比较 复杂 的 系统 ,理论 描述 上 仍 不 具体 .为 
了 闪 入 讨论 比较 复 尖 系统 的 行为 ,次 先 研 究 不 同 频率 的 正弦 输入 
下 条 统 的 啊 应 特性 ， 

一 ,频率 响应 和 频率 特性 

1. 频率 啊 应 ”如 图 5-1 所 示 , 在 传递 函数 为 Gs} 的 系统 上 加 
和 正弦 输入 信 与 ,现在 米 求 系统 和 输出 的 稳 态 值 . 

一 Usinety 由 (一 Uw 十 ww 于 是 YC(y) ni 表示 
如 下 : 

Cty 


sw 


7 一 CC) = 人 fx 
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假定 GG) 的 所 有 极点 是 互 不 相同 的 单 


极点 5 二 112,-…,n) ,并且 其 实 部 全 为 om | 
负 . 这 时 了 G3) 所 售 的 (x 十 人) 个 极点 为 5 


他 一 1 2 2 和 土语 .把 式 (5. 1) 进 行 


了 了 本 1 -1] 0 ~ i 
拉 普 拉 斯 反 变 换 , 可 得 到 图 5 We 

a Oo a 节 红 
A 


GU) jm _ GAT jo) jm 
27 2 


由 于 5 的 实 部 为 负 , 所 以 1 王 吕 时 , 式 (5. 3) 有 端 中 所 有 包 窜 
e” 的 项 变 为 0. 由 于 GCG@) 和 Gt~- jw) 已 共 罗 复数 , 即 有 
[Ga = [Go jw) CO 二 一 AG(— jw) 
于 是 了 (的 稳 态 值 可 求 得 如 下 ， 


GOGOw) GCC- jw) ja 
Yr) =U. 可 7 oi ei ] 


Cre 


tt pm 


0 |G jw) i 所 


1 | 
21 | 
= ea) sinteot 二 A Ct) (Dy 
上 从 的 推导 是 假定 G(s) 具 有 各 不 相同 的 总 极点 作出 的 . 玉 实 
上 对 于 存在 多 重 极 点 的 情形 ,结果 沁 - 一 样 . 
式 (5.3) 表 了 明 , 当 -个 止 足 情 号 输入 线性 系统 之 乒 , 其 竹 尖 人 刘 
然 是 同 频 率 的 止 弦 信和 苇 . 不 过 拔 幅 和 相位 发 生 了 变化 ,如 图 5-2 所 


于 


Friis) Fisl 
A ps 
t ut yt 


向 5-2 正 束 俏 呈 的 稳 态 啊 玫 


+ 120。 
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示 . 并 且 , 不 同 频 率 的 正 交 信 和 号 通过 系统 CC 之 后 ,振幅 和 相位 所 
发 生 的 变化 世 不 同 . 慨 如 输入 信号 的 振幅 都 为 C, 初 相 都 为 零 , 邵 

有 二; 和 三 必 ‘(5.42 
上 述 关 系 如 图 5-3 左 柚 所 示 . 这 时 ,根据 式 (5.3), 输 出 的 振幅 各 初 
相 都 是 的 w 隆 数 ; 

有 号) = Uo GWw) |; 

P= A PIW) 

这 种 变化 示 于 图 5-3 的 右 侧 . 系统 稳 态 输出 的 振幅 和 初 相 随 输入 
言 号 的 频率 市 改变 ,这 类 过 程 称 为 系统 的 频率 呵 应 . 


(5 


几 。 用 


0 二 中 (iD ES FT 0 0 
a uit yi) Ph 
人 [I 八 . 
‘ 
图 5-3 系统 的 类 率 响应 
系统 的 频率 响应 输出 和 输入 信号 的 振幅 之 比 描述 系统 类 尝 啊 


应 的 振幅 特性 ;输出 和 输入 信号 的 相位 差 描 述 系 统 频 率 啊 应 的 相 
位 特性 . 由 式 导 .4 和 15. 5) 它们 分 别 为 


一 CU 和 一 由 一 Cja) (5. 6) 


可 以 看 出 ,系统 的 顿 率 啊 应 ,无论 是 振幅 特性 还 是 相位 特性 都 取决 
于 系统 本 身 , 而 与 输入 信号 无 关 . 只 要 给 定 传递 函数 Cs) ,就 可 求 
GCw)., 不 难看 出 :函数 Gtjwm) 的 幅 值 CC) | 就 是 系统 的 振幅 竺 
性 ,而 其 辐 角 Gjw) 就 是 系统 的 相位 特性 . 于 是 , 晒 数 Ctzaml 本 
身 则 总 称 为 系统 的 频率 特性 . 

2. 频率 特性 的 涩 学 关系 ”如 前 所 述 , 从 直接 的 数学 关系 看 ， 


" lal* 
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将 传 衣 函数 G(s) 的 复数 目 变 量 s 由 纯 虚 数 jw 来 代替 就 得 到 系统 
的 频率 特性 . 设 gt 是 G(s) 的 原 冰 数 ,那么 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 


定义 有 

er | g Wemdi Sy 
如 冬 当 二 0 时 ,gtf) 寺 0; 则 上 式 可 写 为 

GUo) = | god (5. 8) 


因此 ,从 形式 上 看 , 天 率 特 性 GCjw) 就 是 函数 g C2) 的 讨 立 叶 变 换 . 
但 是 这 个 断言 是 有 杀 件 的 . 世 就 十 只 当 原 晴 数 gt) 满 中 狄 利 再 利 
条 性 使 什 立 时 变 欣 存在 时 才 上 成 立 . 由 于 拉 普 拉 斯 变换 成 立 的 条 件 
比 付 立时 变换 要 求 弱 得 多 ,所 以 在 数学 关系 上 ,G(ji) 是 GGs) 的 一 
种 派生 表示 ,有 即 册 乱 代 在 = 的 结果 ,如 果 把 (Ci 看 作 gr) 的 付 
蔚 呈 变换 , 则 在 物理 上 会 电 清 晰 一 些 . 下 面 将 作 进 一 步 的 项 明 . 
总 之 :6 和 龙 (o) 两 者 是 挛 生 困 数 . 虽然 疾 兴 特性 的 概念 是 
通过 正 弦 输入 的 稳 态 输出 的 讨论 引入 的 ,但 是 GCC 与 G 人 6) 的 相 
互 详 系 表 明 , 频 率 符 性 是 描写 系统 的 . 
3. 信号 频谱 的 传递 ”由 于 系统 G6G) 的 输入 和 输出 在 复 频 越 
的 数学 关系 一 般 有 
YY 一 人 CEL7TI5) 
对 上 式 两 边 诈 代 换 一 知 , 得 
YOw) = Ged)U (Cwm) (5. 9) 
类似 于 前 面 的 讨论 可 知 , 在 滞 足 狱 利 赫 利 条 件 下 ,YC@) 和 UCyw) 
可 分 别 看 作 y(t 和 a(t) 的 付 立 叶 变 换 , 即 


a | ye 一 md (5. 10) 
Uwy 一 上 下 人 Je 一 人 可; ‘(5.112 
为 了 和 拉 普 拉 斯 变换 象 沂 数 一 致 ,上 式 也 和 假定 了 yt 和 和 (7) 


“1L22 
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在 :<0 时 恒 为 过 .根据 付 立 时 变换 的 含义 ,0 和 天 (7 分别 是 
辅 出 信号 和 输入 信号 的 付 立 肝 频 谱 . 注意 到 
Yjw) 一 |Y Cm) lexp (iAY Cm)); 
OC) = [Uew) lexptjs U Cw) 
它们 的 振幅 频谱 和 相位 频谱 分 别 为 
用 Te = UC | Rm = Um) (5. 12) 
以 及 
A = | 了 (jg |; 人 (on = LY Cw) (5,13) 
图 5-3 正好 描述 了 信和 号 频谱 的 这 种 传递 过 程 . 而 式 {5.9) 列 表示 频 
率 特性 Co 是 描写 信号 付 芯 叶 频 谱 的 传递 函数 . 这 就 是 颍 率 特 
二 .频率 特性 函数 欧 几 何 表示 
1. 上 蚜 射 ”复数 变量 是 由 实 部 和 虚 部 两 个 独 辽 的 实 变 量 构 成 . 
人 它 表 示 复 平面 上 的 一个 动 点 .如果 复 变 量 w 和 复 变 世 z 具有 某 种 
对 应 关系 ,在 一 定 邻 域内 :任意 给 定 一 个 z 值 ,就 能 有 一 个 ww 值 与 
之 对 应 , 则 称 包 是 z 药 复 变 晒 数 ,所作 也 = 天) 和 了 都 可 用 各 
目的 复 平 面 上 的 动 点 来 表示 , 为 区 别 起 和 抑 ,将 利 变量 平面 称 作 = 平 
面 , 因 变量 平面 称 作 ww 平面 .那么 ,根据 复 变 函数 的 定义 ,= 平面 上 
给 定 一 个 点 就 有 吧 平面 上 -个 点 与 之 对 应 ,= 平面 上 动 点 所 描画 
出 来 的 曲线 也 必 有 z 平 面 的 曲线 与 之 对 应 . 这 种 对 应 关系 取决 于 
复 变 图 糙 F(tz} 的 具体 形式 . 两 个 复 平面 前 这 种 对 应 关系 称 为 复 变 
函数 思 二 (Cz) 所 构成 的 贞 南 . 
反馈 挫 制 理论 中 所 研究 的 传递 畏 数 0 也 是 -个 复 变 困 数 ， 
这 种 关系 可 以 写成 
fr 一 fy) (5, 1 生 ) 
它 将 复数 目 变 量 * 所 在 平面 上 的 点 或 曲线 映射 为 G 壮 面 上 的 点 或 
曲线 . 复数 自 变 电 :--… 般 写成 形式 
$$ 二 十 jw (‘5.15) 
" 123+ 
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vv 


实 部 o 表示 豪 喊 系数 , 虚 部 w 表 示 频 率 . 而 s 则 称 为 图 频 座 ， 
s 平面 的 虚 租 是 一 承 酝 殊 和 直线 . 尼 的 且 线 方 各 为 


of 二 0 : 《ss Ld 
如 并 注意 到 式 (5.15) ,那么 它 等 价 于 
+t = jt 5,17) 
因此 ,由 式 (5.14} 所 示 的 复 变 靖 数 对 ;平面 虚 轴 的 占 射 将 由 
tr 一 下 (fo 405. 18 


来 决定 . 上 式 右 边 正好 是 颊 率 特性 图 数 , 所 以 频率 特性 函数 Cr(jw) 
在 扬 平 面 三 所 描画 前 曲线 就 是 传递 请 数 CG) 对 = 平面 虚 轴 的 上 
射 . 由 于 平面 上 的 点 也 可 以 用 平面 向 量 来 表 上 ,CUeo 在 性 平 直 上 
所 画 的 曲线 也 称 为 笑 端 轨迹 男 . 
如果 已 平面 用 直角 堂 标 才 示 : 
他 一 2 十 轴 《5. 19) 
考虑 式 (5. 18) ,显然 
x = RelG OT 一 Im[G (Iw) (5, 20) 
这 就 是 G 平面 上 频率 特性 曲线 在 直角 坐标 下 的 参数 方 作 , w EE 
(一 co, 十 co) 是 方程 的 参数 ， 
2. 大 于 面 上 颊 率 特性 曲线 的 特 点 ”一般 的 线性 定 芝 系 统 , 传 
递 图 数 是 有 理 分 式 
ds" 二 m8" 十 一 十 刀 
sr 
以 上 述 分 式 为 传递 畏 数 的 频率 特性 曲线 Gtjw) 有 如 下 符 扩 : 
(0) 一 般 情 况 下 CGs)? 是 有 理 真 分 式 , 即 4 可 这 时 有 


(rts) 一 (nm) (5,21) 


im ts) = 0 (nm, 
叶 有 
lim Gjm) = 0 (5, 23) 
十 汪 - - 


上 式 表 明 , 涯 动 点 沿 虚 轴 正 负 两 个 方向 无 限 延 健 时 ,在 G 平 向 蕉 


“124 。 
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映射 曲线 GCw) 将 在 原点 相 接 . (如果 二 =r, 则 有 limGts) 一 an: 虑 
射 曲 线 GCw) 也 将 相 接 于 实 轴 «一 a 处 . 
[22 旭 未 可 天 虽 ， WlimG ts) 一 2 有 ,这 征 实数 ;如 二 和 三 0. 则 
jimGGD 一 oo. 这 说 明 * 平面 的 原点 或 者 被 映射 为 G 平面 实 轴 上 的 
一 点 ,或 者 是 GG) 的 -个 极点 而 被 映射 为 无 穷 远 . 
(3) 对 于 式 (5. 21) 进 行 分 解 无 式 , 假 定 可 得 


ants 二 TI) ts 


Cs 二 pr) ls + pa) 
考虑 到 分 式 (5. 21) 中 分 母 多 项 式 利 分 子 多 项 式 的 系数 邦 为 实数 
时 ,如 有 复 根 ( 包 括 零 点 和 极点 ), 则 成 对 出 现 , 并 且 实 根 的 共 轿 为 


其 自 刁 , 改 
、 a ot 
ER 
eat 十 二 3 十) 
(5 ”十 六 Js ”十 由 
当 s 二 jw 时 1s' 二 一 jw, 于 是 
Ci] 一 CC 一 jw) (5,. 25) 
注意 到 式 65. 19) ,上 式 可 改写 为 
下 的 一 UW 一 下 一 区 十 -一双 


Gs) 一 {5.24) 


~ Cts ) 


于 是 

Hw) = Oe 一 一 有 一 名 | (5. 26) 
根据 参数 方程 (5. 20), 上 式 意 味 着 频率 特性 曲线 GG(jw) 关 于 实 轴 
对 称 ， 


3.G(i) 复 平面 轨迹 作 图 原则 上 ,按照 式 (5.20) 代 入 每 个 

什 便 可 逐 点 作出 GCjw) 的 轨迹 . 然而 前 面 关于 GCGw) 皆 迹 特 点 的 
-讨论 可 使 作 图 程序 简化 , 首先 ;由 于 GCo) 轨 迹 关 于 实 轴 的 对 称 
性 ,我 们 与 需 具 体 画 出 EC0,co) 半 柜 , 另 半 梳 可 根据 对 实 轴 的 对 
称 性 通 出 . 其 次 ,我 们 还 知道 了 当 w 从 零 灯 向 无 穷 大 时 ,Gty@) 轨 


“lan 
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迹 的 去 癌 是 从 实 轴 某 点 或 从 无 窗 远 处 走向 原点 . 

有 些 实际 问题 并 不 需要 非常 细致 地 描 面 出 每 个 点 的 坐标 . 这 
时 可 以 根据 参数 方程 65. 20)， 令 一 0 或 者 zz 一 0 分别 求 出 曲线 ， 
分 别 与 实 轴 和 和 虚 轴 的 交点 ,就 可 令 画 出 大 至 的 形状 

[ 例 13 设 

K 

stTis + 1)(T,s + 1) 
式 中 天 ==25,T 一 1]/4,Ts 二 1/16; 求 G0(j@) 在 上 平面 上 的 轨迹 . 

由 于 


Cs) — 


Kk 
wer 1 wT 1) 
a 2 CT Tw tt TT 一 1) 
和 war? 十 1)fos7 1) 
令 虚 部 鸭 零 ,可 得 与 实 轴 交点 姓 炙 


ft ro 一 


£ 


之 值 为 
uh 一 l 一 关 
VTT, 
于 
2 一 ReftG(tiw }) 一 一 .25; 
uy) 二 人 0 


由 于 名 ==0 时 ,CC 一 co 本 例 的 
轴 于 rz 一 一 1.25, 最 后 趋向 原点 ,如 
图 5-4 所 示 . 弄 线 表示 w= 二 一 50 一 0 的 男 半 校 . 


三 ,对 数 频 率 特性 图 
如 果 将 式 (5. 19) 玫 成 极 坐 标 形 式 : 
GC = er (5 27 
由 于 
"126* 
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Gm) 一 | 下 Go Ie em [5. 28) 
在 
A= GO | $= 志 CC) (5, 29) 
根据 上 一 小 和 的 讨论 , 式 65. 297 具 有 请 晰 的 物理 合 光 :第 一 - 式 表 未 
振幅 特性 ;第 二 式 表示 相位 特性 . 

为 了 直观 上 明确 掌握 在 很 宽 范 围 内 的 频率 特性 ,振幅 特性 和 
相位 特性 分 别 用 图 形 表 示 出 来 是 有 特 弥 意义 的 . 经 典 控 制 理论 非 
带 重 视 这 种 图 形 表 水. 当 理 沦 上 不 能 直接 求 得 传递 函数 的 解析 下 
达 式 而 只 能 根据 实验 数据 分 别 确定 晨 幅 特性 以 及 相位 特性 的 数值 
关系 对 ,元 其 如 此 . 

对 数 频 率 特 性 图 是 最 常用 的 图 形 我 示 之 … 也 称 为 波 德 
(Bode) 图 . 这 时 , 振 巾 特性 要 改 用 对 数 来 表示 ,也 称 为 增益 特性 ， 
单位 是 分 见 {9b). 式 (5. 29) 疏 与 为 

£ = 20logw Ge) | TN) | 
多 一 一 Cj 【 度 ) | 

为 了 能 包括 极 宽 的 频率 范围 , 横 轴 采用 了 对 数 刻 度 . 也 就 是 采 
用 策 轴 对 数 刻 度 , 纵 纳 线 性 刻度 的 半 对 数 的 方 格 纸 ,在 横 轴 上 标 
oa: 在 纵 轴 上 上 标 各 一 20legilGCp)| 和 和 志 GCjo. 令 口 变化 : 画 出 
的 增益 和 相位 的 两 条 曲线 就 是 对 数 关 率 特性 图 . 因而 , 横 轴 的 实际 
长 度 是 logww, 精 率 w 变 北 19 悦 的 区 邮电 短工 个 10 悦 频 称 《1 
decade 或 简写 为 1 decyo 变化 工 倍 的 区 间 叫 他 工 个 倍 疡 程 , 拒 它 
们 作为 频率 变化 的 单位 . 莹 通 采 用 10 倍 策 程 作为 频率 变化 单位 六 
多 . 

1. 基本 环 忆 对 数 频 率 特 性 图 以 下 举例 沉 明 ， 

[ 例 21 试 画 出 积分 环节 G(s) 二 17s 的 对 数 频 率 特性 图 .，- 

{ 解 ] 由 于 


(5.30) 


GCjw) 一 二 一 二 e- 疗 
了 tr 


"er 
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所 以 增益 为 


f= 20l0g 加 一 一 201ogioo 
相位 为 
9 一 一 90° 
增益 特性 的 斜率 为 一 20 分 见 /10 倍 频 . 对 数 频 率 特性 如 图 5- 
5taj 所 示 ， 


对 于 微分 环节 G(s) 二 s, 其 增益 特性 为 8 一 十 20logiea. 这 在 波 
德 图 上 表现 为 一 条 土 率 为 十 20dby7lcdec 的 直线 . 而 相位 特性 则 为 
4Y 一 十 fr 2 如 图 5-5(b) 所 示 . 


料 率 一 一 2 赴 /10 悦 琐 程 


0 
一 人 0 
一 和 
.1 1 i 00 癌 
各 出 
全 L809° 
一 实 避 * 0 
— 180" — Bees [i 
0. 1 lIG 110 央 .1 1 1I0 4100 wo 
Cn tb’ 
及 . 4 = 
图 5-5 (aj 积分 坏 节 的 频率 特性 ; bb) 微 分 环节 的 频率 特性 


[ 例 3 面 出 一 阶 任性 环 G(s) 一 居 /Ts 一 1) 的 对 数 频 率 特 性 


图 ， 
[ 解 ] 由 于 
Ge 
增益 为 
g = 20log, 一 一 一: A 一 20loguK — log! CwT' YT 1| 
(co 了 和 十 1 
“128。 
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相位 
w= atctgt— wi) 
对 数 频 率 特性 如 图 5-6 所 示 . 


周一 阶 环节 的 对 数 频率 特性 图 

从 本 例 林 知 , 晤 对 数 业 率 特性 图 时 ，- 般 必须 进行 具体 的 数值 
计算 . 但 是 ,对 增益 特性 可 用 下 面 的 近似 画 法 . 例如 ,GUjw) 二 KK/ 
Cw 了 十 1) 的 增益 特性 为 


Eg = 20l0gwKk — lolog | twT :+ 1| 

根据 频率 的 大 小 ,可 拭 这 个 特性 图 外 为 两 部 分 . 即 

当 a 了 < 和 1 或 w 和 17 了 7 时 。 
gas 20logiK — 10log 1 = 20logwkK (5. 31) 

当 wT 守 1( 或 生计 1/T}) 时 
ge 20loguK — 10logs | fo7 7 = 20jog0K — 20logw | wT | 

(5. 32) 
式 (5- 31) 表 示 ,w 很 小 时 增益 为 20logww 玉 (分 有 由) ,与 名 无 天 . 式 
《5. 32) 表 示 ,w 很 大 时 增益 以 20 分 办 /10 倍 频 程 的 比例 减 小 . 由 


» | 
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此 可 天 ,在 这 两 个 频率 范围 内 , 增 益 特性 可 以 分 别 用 两 条 直线 来 近 
似 . 但 放 e7 1 或 ss177 附近, 不 存在 这 种 近似 性 . 当 用 上 面 
所 说 的 随 条 直线 来 近似 增益 特性 时 :在 wT 二 1 附近 会 产生 较 大 的 
误差 ( 约 6db). 然而 ,由 于 这 个 近似 方法 在 作 图 时 非常 简单 ,并 可 
以 表示 增益 特性 的 整 司 的 变 北 趋势 ,所 以 被 广泛 地 采用 . 这 个 方法 
上 是 司 增益 特性 的 折线 近似 . 而 oT 二 1 或 二 1/T 的 点 称 为 转折 
所 :所 具有 的 频率 叫 苇 折 频 率 . 男 一 方面 ,相位 特性 曲线 在 名 很 大 
的 范围 上 是 弯曲 的 ,因此 没有 增益 特性 曲线 那样 的 折线 近似 . 不 过 
应 当 指 出 ,对 于 转折 点 wa 本 二 1 时 ,相位 清 后 45°;wT 仿 1 ,相位 说 后 
起 近 90"; 只 当 wT 了 1 村 ,相位 才 没 有 计 后 . 对 于 积分 环节 , 则 相位 
恒定 滞后 90°. 图 5-6 所 示 的 是 天 = 1 情形 . 
对 于 另 一 类 一 阶 环 节 ， 
ftsi 一 了 3 十 1】 

频率 特性 为 : 

(tm) 一 Jo 十 | 

一 wa 十 ie 

下 以 看 出 , 它 的 对 数 频 率 特 性 图 和 一 阶 惯性 环节 不 同 的 是 , 它 的 增 
着 特性 曲线 过 了 转折 点 以 后 ,以 20 分 风 /10 售 频 程 的 笠 康 上 升 ， 
而 相位 特性 则 随 名 增 太 而 从 富 变 到 二 930, 相位 超前 . 如 图 5-7 所 


归 

40* 

川口” 

站 
OO ol 1 1 
TT ” T T 


图 5-7 环节 了 Ts 十 1 的 对 数 疾 率 特 性 


a” 
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有. 
[ 例 4] 对 于 二 阶 环节 ; 
Cry 一 


5 ES 
作对 数 痢 兴 特 性 图 如 图 5-8 所 未， 


TT TT 


图 5-8 二 阶 环 市 内 对 数 笑 率 特 性 图 
可 以 看 出 ,对 于 鹿 题 设 所 去 示 的 规范 的 -- 阶 系统 , 当 w/w <] 


时 ,增益 趋 于 常数 值 (为 零 分 由 ; 当 wyeu 六 1 时 ,增益 特性 曲线 以 
40 分 贝 /10 倍 频 程 的 斜率 减 小 : 其 斜率 是 一 阶 环节 的 瑟 倍 . 当 ol 
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一 1 时 ,增益 随 比 阻 央 寺 的 碱 小 而 堪 天 ,将 会 和 折线 近似 产生 非 
常 太 的 偏 郊 .只 当 接近 于 1 时 ,这 种 偏离 才 不 至 于 太 大 . 从 相位 
特性 看 , 当 mm 要 1] 时 ,gy 二 07yw/ 二] 有时 ,8 一 一 90°;0/w 守 1] 时 ， 
FP 二 一 180* .只 有 在 转折 点 和 极限 情形 ,yw 值 荐 确定 的 .而且 各 起 -- 
阶 系 统 的 两 倍 . 至 于 整个 相位 特性 曲线 的 中 辐 过 程 不 象 增 蔚 特性 
那样 可 以 进行 折线 近似 ,而 必须 逐 癌 计 妇 . 

上 述 讨论 是 特别 针对 <] 的 情形 而 言 的 . 当 $ 尝 1 时 , 则 如 本 
章 $ 1 的 讨论 所 指出 ,系统 可 以 当成 两 个 一 阶 环节 的 串联 来 处 理 . 

总 之 ,对 于 基本 坏 节 的 近 氟 作 图 应 当 注 意 以 下 几 个 要 总 芳 1) 
环节 的 低频 增益 和 低频 误 相 位 特性 曲线 极限 东 ; (22 环 石 的 阶 数 ， 
它 确 定 高 频 区 源 近 线 的 斜率 和 相 忆 特性 的 高 频 概 上限 ;03) 转 基点 ， 
这 样 就 能 方便 地 画 出 增益 特性 的 折线 近似 和 相位 特性 的 大 致 纶 


2. 串联 环节 的 折线 必 图 法 ”如果 杀 统 由 x 个 坏 箭 蝇 联 而 成 : 
C5) = Cr (CsI st, Cs) (5. 33: 
灿 它 的 频率 特性 可 写成 
Cw = Ge Gm | | 全 
z (5. 34) 
因此 ， 
[tj = Ga) Gp) | Geo 
(5. 35) 
OC) 一) 二 +) 
(5. 36) 


式 (5. 35) 的 对 数额 挛 特 性 圾 示 则 为 
有 一 20lognicnfyD | 
十 201logjo|Gstjw). 十 十 20logywo | Gt yw) | 
由 式 (5. 37} 和 (5. 36)FT 以 看 出 ,串联 环节 所 攀 成 的 系统 的 畜 益 特 
性 与 相位 特性 可 以 分 别 表 示 成 各 环节 的 增益 特性 之 和 与 相位 符 性 


" 32 
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之 利 . 
[ 例 5J 设 


2 | 1 
Cr sy 一 Cr Cn) -一 攻 


求 G0) 二 G(sts) 的 增益 特性 的 折线 近似. 
[ 解 ] 在 低频 哺 (Co 一 0) , 旺 浴 有 


lim | (Cw)! = 2; Lim [C7w) | 一 
i 二 严 们 
或 四 增益 起 示 : 
gi 一 20logio2 一 6 分 内 ); gs 一 20logyo! | 一 一 ]4( 分 内 》 


在 高 和 频 端 ,由 于 G1(s)} 和 Gs) 部 是 一 阶 蛋 性 环节 ,内 此 都 以 20 分 
1 /10 和 售 频 程 的 斜率 下 降 . 它 的 转折 点 分 别 为 w= 二 0.2 征 一 5. 图 
5-9 画 出 了 每 一 条 近似 折线 . 整个 系统 的 近似 折线 则 应 是 两 者 的 
迁 加 . 根据 式 (5. 37) 低 顿 端的 系统 的 总 增 蔓 为 
中 一 员 [ 十 一 一 吕 他 由 

当 < 人 .2 昌 j 折 
线 以 一 8 分 册 的 增生 
本 出 - 段 平 行 于 懂 轴 
的 直线 ;从 ow= 王 0 2 时 
起 ,折线 以 20 分 外/ 
10 信和 频 程 的 斜 容 下 
降 ; 而 天 达 第 二 个 转 
折 点 四 一 5 之 后 折线 
中 以 40 分 由 /10 信 四 
频 程 的 斜率 下 降 . 条 
统 的 近似 折线 在 图 于 站 
9 中 以 虚线 圾 示 ， 


-| 一 


“1 33 。 
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Y 6 线性 反馈 控制 系统 的 稳定 性 判 气 


一 ,控制 系统 稳定 性 的 提 法 

对 于 不 同类 型 的 控制 系统 ,稳定 性 问题 有 不 问 的 提 法 . 本 节 着 
重 讨论 线性 定常 系统 的 稳定 性 . 带 常 把 稳定 性 问题 分 为 绝对 稳定 
性 和 相对 稳定 性 两 个 片面 去 讨论 .前 者 是 对 和 疝 题 进行 定性 研究 ,i 
论 用 什么 方 法 去 判别 系统 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 , 对 于 一 个 帘 判 
定 是 稳定 的 控制 系统 还 需 对 其 稳定 程度 进行 定量 研究 . 这 就 是 所 
谓 相 对 稳定 性 问题 . 我 们 把 这 后 -个 疝 题 放 到 下 -- 节 去 讨论 ， 

在 力学 中 ,大 们 研究 过 系统 的 平衡 状态 的 稳定 性 , 那 足 指 当 系 
统 受 到 - -个 微小 的 扰动 之 后 ;在 是 够 长 的 时 间 内 系统 能 否 回 公平 
衡 状态 . 

对 于 一 个 控制 系统 ,如 果 也 受到 一 个 扰动 .在 扰动 撤离 充分 长 
的 时 间 之 后 ,系统 能 够 回 到 原来 的 控制 状态 或 者 护 动 对 控制 系统 
行为 的 影响 趋 十 脸 , 出 系统 是 稳定 的 . 否则 就 是 不 稳定 的 ， 

对 于 传递 函数 为 Gts) 的 系统 ,假定 所 名 的 抗 动 可 以 用 单位 肪 
冲 函 数 50) 来 描写 ;我们 以 550) 为 输入 也 数 , 研 究 系 统 在 1 一 cc 时 
的 行为 ,也 就 是 系统 的 过 渡 响 应 , 根据 前 面 的 讨论 ,单位 脉冲 的 过 
渡 响 应 就 是 传递 冰 数 G(s) 的 拉 普 拉 斯 反 变 搞 ， 

: gt) = G(s) C6.1) 

如 果 系 统 有 个 单 极点 C51,…,s.) ,其 


dns 十 十 二 


(Crs) 二 一 Gs = 1 站. 2 
则 碳 
g(t) = ,Cie" (6.3) 
i 
其 中 
=” 134* 
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JJ 
旭 果 存在 和 多重 极 点 ,假定 s 是 ! 重 极点 , 即 


ts - 厂 十 3 十 这 n 


De (一 Si) Cs = Oe 
则 看 
0 (6. 5) 
2 (Ck 121 LE 十] 本 | 


由 于 人 (2) 是 在 1 二 0 时 短促 作用 的 脉冲 隆 数 ;瞬间 作用 之 后 即 
消失 . 如 果 系统 是 稳定 的 , 技 前 面 的 提 法 , 它 的 过 渡 响 应 在 :oo 
时 攀 于 零 . 即 

limg (#) == 0 (8. 6) 
否则 系统 就 不 稳定 . 

现在 讨论 什么 杀 忻 下 , 式 (6.6) 才 能 得 到 注 足 . 由 式 (6.3) 和 
《6. 5 可 知 : 如 果 G(s) 的 全 部 极点 5; 的 实 部 都 小 于 零 ,那么 它们 的 
每 :一 项 所 含 的 指数 部 分 在 上 > ce 时 都 趋 于 过 , 式 (6.61 成 二 ,不 过 
只 要 存在 一 个 极点 ,其 实 部 大 于 零 ,就 会 有 80 一 cc. 如 果 生 在 实 
部 等 于 零 的 极点 ,那么 系统 的 gb 或 者 趋 于 不 为 零 的 常数 ,或 者 
产生 振幅 为 有 限 值 的 等 幅 振 荡 . 这 是 一 种 临界 情形 .因此 ,线性 定 
常 系统 稳定 的 充 要 茶 件 可 以 归 嬉 为 系统 的 传递 国 数 的 全 部 极点 
《 世 是 系统 的 特征 和 根 ?的 实 部 小 于 过 ,或 写成 

Rers oO C= 1 Nn) 《6. 77 

可 果 从 几何 骨 度 来 看 , 则 式 (6.7) 上 表示 系统 的 全 部 极点 都 位 
s 平面 的 在 半 平 矶 上 上， 

问题 在 十 如 何 求 出 系统 的 极点 . 由 于 三 阶 和 高 于 三 阶 多 项 式 
分 解 因子 的 困难 .在 经 典 控制 理论 的 发 展 过程 中 出 现 了 各 种 方法 
去 解决 这 个 问题 ,并 进步 判断 系统 的 稳定 性 . 劳 斯 一 胡 尔 维 获 
CRouth 一 Hurwitz) 判 据 蝶 利用 特征 多 项 式 的 系数 判别 根 和 的 正 负 
的 定数 学 方法 . 巧 术 斯 特 (Nyguisi) 判 据 则 是 一 种 利用 开 环 传记 函 


ido * 
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数 判 断 闭 环 系 统 稳定 性 的 复 变 昨 数 论 方 法 .由 于 后 者 吕 以 方便 地 
引 征 出 对 反馈 控制 系统 相对 稳定 上 峙 的 定 攻 表示 ,本 节 将 了 以 章 上 
讨论 . 
由 于 需要 应 用 复 变 函数 的 围绕 定理 (或 称 辐 角 原理 ) ,为 了 恒 
于 理解 ,下 面 先 对 它 作 些 说 明 , 严格 的 评 明 ,读者 可 以 阅 污 复 变 二 
数论 方面 的 专门 片 籍 . 
二 . 复 平 面 上 闭 含 曲线 映射 的 围绕 定理 
这 里 讨论 复 变 图 数 中 = 下 (5 对 平面 上 闭合 曲线 的 映射 辐 题 ， 
主要 关心 的 是 :lee 平面 上 的 映射 盟 线 (也 是 团 合 曲线 ?是否 包 困 
原点 ;2 包围 的 圈 数 :037 包围 的 方向 ,也 称 围 绕 癌 题 . 如 时 平面 
上 某 个 动 点 按 顺 时 针 方 问 党 着 某 菜 闭 富有 曲线 移动 一 周 ( 为 简便 起 
而 ,后面 的 讨论 齐 没 有 特别 说 明 时 都 假定 * 平面 上 的 六 人 台 曲 线 是 
顺 时 针 方 向 的 ) ,这 时 ww 平面 上 的 动 点 沿 着 所 映射 的 闭合 曲线 也 
按 顺 时 针 方 向 移 芯 并 有 旦 包 国 原点 ; 则 称 上 映射 曲 小 按 受 时 条 方 右 围 
绕 原 点 一 周 ,; 则 i 作 忆 =1; 如 果 反 向 围绕 原点 一 周 , 则 记 作 ;RR 一 
1 或 C= 一 1. 这 里 有 R= 二 一 CC, 内 是 符 与 上 的 荆 异 . 如 杂 映 对 曲线 
不 包围 罗平 面 的 原点 ;CC 二 0. 
有 理 分 式 消 数 所 实现 的 映射 可 能 是 硕 可 围绕 ,也 矶 能 是 友 问 
围绕 . 围绕 问题 ,实质 上 是 身 射 时 两 对 应 平面 上 幅 角 变化 其 系 有 
闫 .下面 我 们 用 向 举 法 说 明 有 理 分 式 函 数 围绕 问题 的 求法 . 日 变量 


采用 
3 一 可 十 名 
1. 顺 宙 围绕 
(1) 平 移 首先 过 论 : 一 次 短 函 数 
a oo Fs = ss 《全 .名 


所 实现 的 映射 .w 平面 二 的 映射 曲线 是 :平面 上 的 晶 线 的 平移 .si 
称 为 陆 数 请 (5) 的 零点 . 在 这 个 映射 诗 程 中 ,s 平面 上 的 点 s6 补 瞎 射 
为 ie 平面 的 原点 . 因 紫 ,w 上 映射 曲线 是 否 包 副 原 点 ;关键 在 于 s 
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平面 上 补缺 射 曲 线 足 否 包 围 s, 操 - 如 果 = 上 了 的 闭合 曲线 不 包围 零 
点 5 则 上 映 射 昌 线 尔 不 包围 可 的 蛛 点 , 轿 此 围 纸 任 己 二 0. 应 当 指 
出 ,这 与 s 平面 上 曲线 是 和 否 包 国 * 平面 的 原点 无 关 , 如 图 6-1 所 示 . 


(bh) 


图 1 as 平面 ;ss 栗 被 包围 ;。 《bu 平面: 中 jn 0 
如 果 * 寺 闭合 曲线 包 坊 s, 点 ,由 于 式 56.8)》 所 实现 的 映射 只 
是 将 * 平面 的 曲线 作 -平移 , 央 此 在 形状 和 围绕 方向 上 都 不 含有 
任何 变化 . 如 果 在 ;平面 上 曲线 是 顺 时 针 国 绕 s; 一 周 的 ,那么 在 也 
平 南 上 也 必然 是 沿 顺 时 针 围绕 原点 一 周 , 即 C 一 1, 如 图 6-2 所 示 . 


图 62 ia)s 平 而 :5 被 世 围 :tb)Yw 于 耐 : 中 = 2 


由 紫 宣 见 , 于 移 虹 对 的 结果 是 :或 者 C=0, 或 者 CC 二 1. 这 取决 
于 : 平 而 上 的 曲线 是 否 包 国 堆 点 si. 于 实 上 ,如 果 式 (6.8) 中 的 函 
数 和 包含 一 个 实数 关子 ,如 (5)=als 一 6) ,上 述 结 沦 辐 样 适用 . 
为 映射 疯 数 是 否 含 有 因子 a 只 改变 复 变 困 数 的 柳 , 而 不 改变 它 的 
幅 角 . 因此 这 只 和 映射 则 线形 状 有 关 , 和 围绕 值 无 关 ， 
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(2) 两 个 零点 的 情形 “” 设 映射 函数 是 两 个 -次 考 函 数 的 乘积 
Wo= (sys es,) (6. 9) 

则 在 ;平面 上 存在 两 个 零点 #1 和 5;. 这 时 可 以 分 三 种 情形 来 讨论 ， 

cA) s 上 的 闭合 曲线 既 不 包围 :也 不 包围 sw 上 的 上 映射 曲 
线 不 围绕 让 点 .于 是 毛 一 0 

(CB) s 上 前 合 曲 线 包 围 其 中 一 个 零点 ,比如 9 ,但 不 包围 这 
于 ,zw 上 的 映射 曲线 将 顺 向 围绕 原点 -~… 浊 ,有 即 局 =1. 

CC) :平面 的 闭合 曲线 把 s, 和 5s, 静 包 围 在 内 ,这 时 ,由 二 ww 平 
面 上 幅 角 的 变化 是 :平面 的 两 倍 , 因 此 ,w 上 的 映射 由 线 丹 向 围绕 
原点 飓 周 ,人 二 2 

对 于 51 一 s; 的 重 根 情形 , 则 只 存在 (4) 和 CC) 两 种 情形 . 

对 于 更 高 次 移 多 项 式 的 情形 . 即 ;平面 上 有 郸 多 个 零点 ,不 难 
将 上 述 的 讨论 进行 推广 ,C1)w 平面 上 的 映射 曲线 总 是 顺 向 围绕 原 
点 的 ;C2) 其 围绕 值 C 等 于 s 上 闭合 曲线 包含 零点 的 个 数 . 如 果 特 
所 包围 的 零点 个 数 记 作 Z, 则 关于 * 的 多 项 式 所 实现 的 映射 ,其 转 


| 三 
C= 2 (6. 19) 
2. 及 向 围绕 先 讨论 :的 倒数 所 实现 的 映射. 设 
w= 一 ,人 Ls pe” (6. 11) 
由 
1 一 六 下 CB, ]*) 
由 于 世 叮 表示 为 
re! 一 re «6B. 13) 
于 是 名 和 ;的 帆 角 关系 为 
A 二 一 A585 或 二 一 上 (6. 14) 
4 + 于 面 上 闭合 曲线 洪 顺 时 针 围绕 原点 一 周 时 ， 中 人 一 一 2x .这 
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时 由 于 式 《6. 14) ,有 中 ju 二 十 2x .这 说 明志 上 映射 曲线 将 反 绕 
原点 一 周 , 即 CC 二 一 1, 或 尺 二 1. 如 图 6-3 所 示 . 


ji 
Jr 


Cy ‘b) 


图 6-3 ww 一时 映射 
对 丁 一 般 的 单 极 成 情形 : 
1 


Ti == “一 ‘6. 15) 


所 实现 的 旷 射 ,只 要 平面 的 闭 台 和 闻 线 包 国 被 点 5 上 的 映射 曲 
线 将 反 绕 原点 一周, 芭 民 一 1. 省 则 ,RR 二 0. 对 于 多 极点 情形 ,不 难 
根据 前 面 的 讨论 得 钊 如 下 缚 论 :(Cl)m 土 的 映射 昌 弘 总 反 绕 原点 
的 :2 其 反 加 围绕 值 RR 等 于 ;上 闭合 曲线 所 包围 的 极 扣 数 王 


R= 二 PF (6. 13) 
3. 一 般 有 理 分 式 函 数 的 映射 ”有 涡 个 零 态 (一 21; 一: 
一 zw 和 x 个 极点 (pi 一 pe"! 一 户 ,) 的 有 理 分 式 汕 数 
> 了 (6. 17) 


(ss pls tt pejets ps) 
将 把 * 平面 的 闭合 曲线 映射 到 有 ww 平面 .如 果 平面 的 财 分 曲线 包 
围 Z 个 索 点 和 王 个 级 点 , 则 综合 前 面 的 讨论 可 得 训 平 前 上 和 碳 射 昌 


线 的 反 局 围 纸 圈 数 为 
R=P— 2 ‘6. 18) 
上 上 式 考虑 了 只 == 一 0. 这 就 古 雪 说 明 的 围绕 定 香 . 它 吕 用 留 数 理论 
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得 到 严格 的 证 明 . 

三 .万 吝 斯 特 判 气 

1. 单位 反馈 系统 的 稳定 性 ”假定 系统 由 单位 反馈 所 构成 ,如 
图 6-4 所 东 , 系统 的 前 司 洒 路 的 传递 函数 任 这 里 用 己 6) 洲 表 未， 


于 是 闭环 传递 应 数 可 和 写成 

WCGD = 7 C6. 19) 
由 式 46. 19) 可 以 看 出 ,本 的 极点 
就 是 其 分 母 1 十 Gts) 的 零点 ,所 以 oO -fo Y (a) 
系统 稳定 性 条 件 也 可 表述 为 11+G “一 | ] 
(的 所 有 零点 位 于 * 平面 的 左 半 TT 
平面 -上 图 5-4 单位 反馈 系 流 


2. 围绕 定理 的 应 用 为 ” 检 
验 WCs) 的 极点 (或 1] | GC) 的 寄 点 ) 是 否 全 部 落 在 : 的 元 半 半 面 
上 ,我 们 只 需要 研究 是 否 有 WC) 的 要 点 (或 1 GCG(5) 的 次 态 ) 汪 入 
s 的 右 半 平面 上 就 能 广 . 为 此 ,将 :平面 的 闭合 曲线 这 样 来 构成 ;在 
s 的 右 半 半 面 上 作 一 半径 p 为 ww 的 半 贺 和 虚 轴 两 端 连结 起 来 ,这 
伴 和 虚 轴 -起 就 构成 了 所 要 求 的 闭合 曲线 这 时 还 喜 求 动 点 按 顺 
时 针 包 豆 右 半 平 面 ,如 图 6-5 所 示 . 如 果 1 十 Gs) 没有 誉 点 落 在 这 
个 举 有 之 内 , 则 系统 稳定 . 否则 不 稳定 . z 

假定 映射 函数 ] 十 Gs) 其 有 卫 个 极点 和 和 


2 个 零点 那么 位 于 * 平面 的 右 半 平面 ,那么 艰 从 


er 


据 上 一 小 节 所 作 的 计 论 ,在 1 二 Go 的 映射 平 
奋 上 ( 记 作 1 十 G) 的 映射 岳 线 反 向 围绕 原点 


局 


的 图 数 为 
R= -7 (6. 20) 
或 省 癌 6-5 xs 于 面 入 用 
7 PR (6. 21) 全 曲线 
+ |= 
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如 果 1 十 G05) 没有 零点 位 于 s 厂 半 平面 闭合 曲线 的 包围 之 

中 ,那么 式 (6. 20) 中 ,Z=0, 从 击 
R=P (6. 22) 

这 样 , 系 统 稳定 的 充 要 条 件 又 被 表述 为 ;在 1TC 平 面 上 ,对 应 于 ， 
于 面 右 半 回 的 映射 曲线 对 坐标 原点 的 及 绕 数 和 请 数 1 十 局 C3 在 s 
石 半 平面 的 极点 数 相等 . 

3. 在 避 平 面 上 的 表述 现在 研究 复 变 困 数 1 十 G02 和 (3) 
之 间 的 关系 .G(s) 古 系统 的 开 环 传递 函 歼 ,对 于 我 们 所 讨论 的 系 
统 , 旺 一 个 有 理 分 式 函 数 . 内 此 ,1 十 CC) 在 通 分 之 后 也 是 个 有 理 
分 式 蚂 数 . 崎 者 的 分 母 多 项 式 是 相同 的 ,因而 有 相同 的 籽 点 , 畏 者 
的 不 同 点 只 在 于 实数 1 之 差 , 从 几何 上 看 ,只 要 将 1 十 人 女 阅 面 洛 实 
畦 移动 一 1 就 得 到 GCC) 的 贞 射 平面 避 . 从 I 二 在 平 车 到 殷 平 面 的 
映射 基 一 种 平移 . 特别 是 1 十 G 平面 的 垄 标 原点 对 应 于 如 平面 一 ] 
十 让 点 ,如 图 6-6. 


We 
t 1 十 加 


图 6-6 | 如 半 面 相让 下面 

现在 我 们 转 到 GG 平面 上 讨论 系统 的 稳定 性 . 共 实 这 时 式 
(6.22) 梢 然 可 以 成 立 ; 只 要 把 呈 的 会 © 义 由 表示 1 十 如 平面 上 的 映 
身上 曲线 对 坐标 诛 点 的 反 绕 数 改 为 G 面 映射 曲线 对 一 ] 十 j0 点 的 上 友 
绕 数 基 可 . 

这 个 结论 可 以 完整 地 表述 如 下 ;单位 反馈 的 线性 定常 系统 稳 
定 的 充 要 条 和 忻 巧 开 环 传递 水 数 GCs} 在 s 右 壮 平 面 的 极点 数 和 它 
对 s 平 面 石 闪 部 的 映射 出 线 对 一 1 十 70 点 的 反 线 数 相 等 ,这 就 是 通 


* 1dl" 
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洁 所 说 的 万 可 斯 特 羯 据 . 

4. 非 单 和 亿 反 人 饥 系 统 一般 地 说 ,反馈 通路 的 传递 函数 通常 不 
等 于 1 ,人 而 用 五 G) 描 写 , 如 图 67. 这 时 ,闭环 传递 渍 数 可 每 成 

[7r7s 
这 翌 的 系统 ,其 开 环 传递 男 数 不 青 
等 十 前 局 道 足 的 05) ,而 是 Gs) 
(5). 因此 ,只 要 用 GEs} 态 (3) 代替 G 
(5), 用 GH 六 面 人 代替 避 平 面 ,剖面 
的 全 部 结论 都 适用 . 

芒 牵 斯 特 判 据 是 结合 作 疼 的 判 
断 方 法 , 它 必 须 在 GH 平 向 上 作出 
辽 射 曲线 来 省 外 进行 庆 断 , 这 条 曲线 称 为 乃 奎 斯 特 曲 线 . 

5 万寿 斯 特 曲线 作 图 法 ”根据 前 述 讨论 , 瑟 全 斯 特 则 线 足 指 
开 环 传递 务 娄 4) 五 (5 对 于 平面 的 虚 轴 和 右 半 大 圆 圆 弧 梅 成 
的 闭合 曲线 的 映射 . 本 章 35 指出 ,如 式 t5. 22)， 对 于 有 理 真 分 式 
的 开 坏 传递 函数 也 有 


全 5 一 CHa 


轩 6-7 非 单 位 反馈 系统 


limGOYH(s) = 0 (8, 24) 
因此 ,有 理 真 分 式 的 GLs}y 日 (s) 将 ;平面 上 半径 为 无 窃 太 前 右 半 辐 
弧 映 射流 上 再 平 向 的 原点 . 

万 诸 斯 特 曲 线 的 另 一 部 就 是 Go) 百 6 对 平面 虚 加 的 映射 
曲线 . 而 这 正 是 35 所 讨论 的 频 举 特性 GL)H(yw) 在 复 平 男 GI 
上 的 矢 靖 轨迹 . 注意 到 频率 特性 轨 应 同样 经 过 和 让 点 ,所 以 从 根本 上 上 
说 ,万寿 斯 特 遇 线 就 是 反馈 控制 系统 开 环 传递 函数 的 频率 特性 曲 

3 5 中 所 有 关于 频率 特性 复 平 面 加 迹 的 作 图 要 总 的 讨论 都 天 
人 台 于 万 三 斯 特有 时 线 . 这 里 只 需 补 充 说 明 如 何 处 理 当 极点 位 于 虚 轴 
上 的 情形 . 
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因为 如 果 有 极点 出 现在 ;平面 的 虚 输 上 , 那 就 意味 者 它 在 
GH 平面 上 被 映射 为 无 窃 还 . 万 对 斯 特 明 线 , 即 殷 () 瑟 (的 复 
平面 轨迹 将 会 断 开 . 为 了 避 开 这 个 问题 ,平常 的 艇 法 是 去 极点 右 侧 
作 一 半径 为 无 限 小 的 半圆 绕 过 极点 ,如 图 6-8ta). 根据 :平面 上 于 
合 曲 线 的 走向 ,应当 由 一 这 到 十 so, 因 此 这 类 六 半 丈 ,如 从 极 
点 来 看 ,是 逆 时 针 方 向 包围 极点 的 . 所 以 在 G 玉 平面 上 ;它们 欧 映 
射 曲 线 将 对 原点 是 顺 时 针 方 向 围绕 的 ,半径 为 无 穷 太 的 太 圆 的 … 
部 分 . 再 由 它 伟 去 联接 由 于 遇 到 极 扣 而 中 断 了 的 ,世族 不 同方 同 伸 
癌 无 穷 大 的 万 对 斯 特 曲 线 , 使 之 最 后 成 为 一 条 财 合 曲线 . 


图 6-8 上 庶 苯 上 有 概 点 
根据 ; 上 六 虚 轴 的 上 映射 曲 线 终 庄 于 GH 的 原 蕊 {有 即 当 w 一 一 
= 时 ) ,还 可 以 标 婴 映射 曲线 的 围绕 方向 . 图 6-8tb) 表 示 一 亲 完 整 
的 万 硬 斯 特 曲线 , 
廊 竹 斯 特 曲 线 作 出 之 后 , 束 很 容易 三 证 亡 对 一 1 十 六 总 的 必 
绕 数 R. 如 果 再 知道 开 环 传递 图 数 在 > 石 半 平面 的 臣 点 数 了 处 么 
斌 可 根据 国 统 是 理 


-=P (HO. 25) 
求 出 :2 值 . 如 果 =0, 则 系统 稳定 :人 行 则 不 稳定 . 
乃 谷 斯 特 判 据 是 根据 于 环 传递 函数 的 性 质 判 断 反馈 系统 闭环 
稳定 性 的 方法 , 在 很 多 情形 下 ,村 环 传 递 消 数 硅 石 玉 平 面 没 有 极 
“1143: 
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操 , 呈 三 三 0. 这 相当 于 开 环 传递 晒 数 是 稳定 的 .这 时 ,稳定 性 条 件 
归结 为 万 村 斯 特 曲 线 的 皮 绕 数 R==0. 但 是 ,值得 注意 , 态 奎 斯 特 判 
据 并 不 要 求 系 统一 定 是 开 环 稳定 的 - 如 果 P 关 0,; 则 只 要 R= 也 能 
够 满足 ,闭环 系统 仍然 稳定 . 

[ 例 1 图 6-9 的 系统 中 , 设 卫 
二 0.25;, 了 7 了 ,一 0.06. 试 加 出 = 二 6 {i(sy 
或 25 时 的 万 奈 斯 特 曲 线 , 并 判断 ”十 -. 


下 2 


上 
者 #( 人 Ts 十 1) CTzs 十 1 | 


系统 的 稳定 性 . 
[ 解 ] 系统 的 开 环 频率 特性 9| 
以 写成 | 导 65-9 
人 CA. 1) 
To Cw 1} 
它 的 实 盖 和 上 雁 部 分 别 为 
EE 


vw + l(twTs) + 1) 


名 V CuT 下 向 评 交 交手 生 
式 中 了 ,一 0.25,T: 一 0.06, 玉 则 联 6 战 25. 

根据 式 ( 太 .2) 利 (A.3), 对 于 每 一 个 wE {一 02 ,十 co) 都 可 素 
出 如 (ya) 的 实 部 x 和 并 部 之 值 ， 从 而 可 以 在 忆 平 面 描画 出 相应 
的 态 鱼 斯 特 上 曲线 . 

同时 ,注意 曲线 的 几 个 特征 可 简化 作 图 过 程 . 

(] ) 四 一 D 是 一 个 极点 ;HIm[G (0) 有 一 oo1 
RefCG(O71 SO 0. EK a | 0 

,一 7.75 (K = 25) 

(2)Re[GCw)] 之 0 对 -要 ww 成 广 . 这 表示 乃 代 斯 特 曲 线 位 于 


0 一 lm(lt{tr(jw)] 一 


G 的 左 半 半 面 
(3) 止 半 核 曲线 与 实 轴 的 交点 由 Im[GCjw) 站 二 0 确定 . 这 时 可 
” 144， 
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代入 (4. 2 可 得 
Re[G(CG8) 7 a0, 05K 
| 一 0.3 (K=6) 
~ 人 25 “KK=25) 
由 此 不 难 求 得 万 诗 斯 特 曲 线 , 如 图 
6-10. 根据 已 诗 斯 特 羯 据 可 以 迪 
KR=6 时 ,P=0,R=0,Z=0 
K=25 HH,P=0,R=—2,7 
= 
可 必 天 一 6 时 ,系统 稳定 ;下 图 6-10” 力 室 斯 特 曲 线 
一 25 时 ,系统 不 稳定 . 
前 面 $2 在 引入 反 全 控制 时 曾经 指 册 ,加 大 系统 的 开 环 增益 
将 改善 反馈 系统 的 啊 应 速度 ,但 本 和 鲍 却说 明 如 果 系 统 的 开 坏 增 葵 
过 太 , 特 造成 系统 的 不 稳定 ,这 又 是 我 们 需要 加 以 避 亿 的 . 因此 ,我 
们 呈 能 选取 一 个 适当 的 数值 , 既 妥 是 到 系统 的 啊 应 速 嵌 ,又 注意 到 
系统 的 稳定 性 .下 一 节 , 我 们 将 讨论 这 类 参数 选取 的 定量 疗法 . 


§ 7 相对 稳定 性 


tA Hr FRR 了 二 本 HL 日 避 于 导 hh I 
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增 荔 裕 甚 和 相位 襟 量 是 措 
写 这 各 接近 程度 普 融 采用 的 广 
法 ， 
一 .增益 裕 量 和 相位 容量 
为 简便 起 妨 ; 假 定 所 讨论 的 
系统 是 单位 反馈 系统 , 开 环 传递 
晤 数 为 Cr 琅 奈 斯 特 曲 线 册 
开 环 频率 特性 
ff = mY et) 
(1 oe a 
” 图 7-1 三 种 情形 的 肪 竺 斯 特 向 线 
的 拓 问 轨迹 米 表 示 . 如 图 7-2, 随 
着 中 的 增 大 , 态 训 斯 竺 肝 线 趋向 G 
平面 的 原点 . 
1. 增益 裕 量 人 想 如 力 夺 斯 特 曲 
线 在 口 平 面 与 使 实 轴 交 于 @ 岳 , 相 
应 的 包 值 为 mw 这 时 急 点 的 据 册 特 


性 为 
一 | 下 1 CF 
其 对 数 增 苍 交 


g = 20logu|O(w)| (7.3) 
由 点 与 一 1] 十 得 点 的 距离 可 以 作为 
衡量 相对 稳定 性 的 标 共 .总 点 在 人 角 实 釉 工 上 晤 坐 术 的 绝对 人 为 4; 一 
1 十 各 点 坐标 的 绝对 箱 朵 为 1. 习惯 上 用 两 者 的 对 数 之 莽 米 表示 ， 
并 规定 


图 7-2 态 氏 由 线 极 坐标 图 


pg 一 201ogin| 1 一 204ogoitcCyoy| 
为 增 甘 格 寿 . 由 于 式 中 右 进 第 一 项 为 震 ,所 以 
gm 一 一 201legnlGCros | (7. 4) 
作为 增益 裙 二 的 定义 ， 
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由 于 多 点 位 于 人 负 实 轴 上 ,; 辐 和 角 为 一 z+; 所 以 
GW = 《7. 了) 
ws 称 为 租 位 罕 越 疾 率 . 
2. 相位 容量 注意 到 只 有 增益 衫 量 不 能 完全 正定 吕 一 1 十 为 
和 万 奎 斯 特 曲 线 的 接近 程度 . 名 使 在 实 炎 上 上 同 区 于 氏 扎 :但 如 二 
曲线 斜率 不 一 样 ,两 者 接近 的 程度 也 不 同 . 以 原点 为 圆心 作 一 单位 
圆 ,如 图 7-2, 若 芒 牵 斯 特 曲 线 交 单位 贺 于 了 点 ;相应 糯 这 为 ws. 这 


时 户 点 的 相位 符 性 为 

P= /Cw,) (7.6) 
出 于 点 一 1 十 j0 的 辐 前 为 -180" ,所 以 定义 7 二 # 一 《一 180) 为 相位 
说 量 ,或 考 

yY 一 180" 十 一 CCeoy] {7.7) 

注意 到 ww 为 过 单位 圆 的 频率 ,满足 

IC 一 | CF. 8) 
ws 称 为 增益 罕 越 二 率 . 


综 上 所 述 , 通 这 式 (7.5) 求 得 i; 代入 式 《7.4) 可 以 求 得 增益 
容量 g,; 同 样 遂 过 式 (7. 8) 和 C7.7}) 可 以 求 得 相位 裕 明 YY gs。 和 
一 起 决定 系统 的 相对 稳定 性 . 

增益 裕 量 和 相位 裕 量 不 仅 在 系统 被 判定 是 稳定 时 能 咬定 莉 描 
写 稳 定 的 程度 ,而 且 也 可 以 用 来 判别 系统 的 不 稳定 性 . 国 为 不 难 看 
出 , 当 系 统 不 稳定 时 ;如 图 7-1 将 曲线 工 , 将 有 

=[G0Oo)| 守 1， gg =— 20log,A 之 0 
Peo) -180 Y= 180° 二 v2 
而 在 稳定 情形 , 裕 量 g, 和 ， 都 是 正 的 ,并 且 数 簿 研 大 系统 越 稳定 . 

二 . 延 时 环节 对 稳定 性 的 影 啊 

由 于 信和 寻 在 传输 线 中 传输 (或 者 物料 在 生产 过 程 中 的 畏 杞 ) 沉 
要 时 间 , 只 要 信号 在 传输 过 程 中 的 侣 贼 和 畸变 不 大 而 可 以 智 酷 ， 
那么 传输 过 程 可 以 看 作息 粹 的 时 间 延 迟 过 程 . 设 传输 线 输入 为 


“147 : 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


这 好) 输出 为 天 0 延迟 时 间 为 zz 那么 可 人 和 的 关系 为 严 目 ] 
三 了 (一 器, 根据 拉 普 拉 斯 变换 的 位 移 定理 ,有 Mtls) 二 XX(s)e “, 
十 是 传输 线 的 传递 国 烤 为 
(rts) 一 已 ™ C7.9) 
于 是 ,GOw)=e 或 |GOo0) | 二 1 GC0) 二 一 wr. 可 以 看 出 ,这 
类 环节 的 主要 等 点 是 相位 壕 后 与 吕 成 正比 . 它 对 系统 稳定 将 造成 
不 利 的 影响 . 由 于 这 个 特点 , 廷 时 环节 也 称 为 非 最 小 相位 环节 .下 
面 以 及 应 堆 温 度 调 节 为 例 , 讨 论 含 延 时 环节 的 稳定 性 . 
[人 情 了 如 图 ?7-3 所 示 , 核 肥 许 堆 的 温度 通过 调节 石 变 梯 的 振 


图 7.3 核 友 应 堆 温 度 探 制 示 巧 图 
入 深度 来 控制 ,通过 高 温 渡 体 的 循环 流动 拒 妈 应 堆 产 生 的 热量 带 
出 来 加 热 荡 汽 发 生 器 ,用 来 发 电 等 . 由 于 液体 流动 会 使 反应 堆 的 温 
度 测 其 产生 延迟 ,反应 堆 的 温度 变化 过 程 的 传递 靖 数 为 


(ref3 = (A.1) 


元 二 1 
r 是 延 刀 环节 的 时 间 常 数 , 取 傅 为 0.2; 是 由 于 上 反应堆 的 热 惯 性 
造成 的 惯性 滞后 时 间 , 取 值 为 0.4. 控制 名 是 由 PI 调节 器 均 成 . 种 
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使 系统 具有 30* 的 稳定 性 相位 裕 基 , 试 求 调节 器 的 德 定常 数 KK, 和 
Kk,. 

温 控 方块 图 如 司 7-4. 系统 的 并 环 传递 函数 叮 以 写成 : 
天 (Rs + 


3 了 好 
EO st s+ 1) . 


(BA, 2) 


令 


Tr 一 了 (A. 3) 


则 (A 六. 2) 中 的 稚 极 点 相 消 .于 古 
传递 也 数 简化 为 天 7.4 核反应 堆 混 控 方 块 图 


{rts) 一 ze A.) 


由 式 ( 态 , 4) 描 写 的 系统 的 相位 特性 和 增 荔 特性 分 别 为 人 Gtw) 一 
一 《Cwr 十 90 和 |GCw) 1! 二 下 s/w. 注意 到 系统 要 求 相位 裕 量 7 一 
307 ,应 用 式 (7.7) 和 和 (7,8) 不 难 求 出 增益 穿 械 病 淮 w 二 rr/37r2=10; 
天: 一 asse10. 而 由 式 ( 六 . 3) 可 得 天 :sd4. 

如 果 系 统 比 较 复 杂 ,就 难以 直接 应 用 代数 方程 来 求解 相对 黎 
定性 何 题 . 

三 .对 数 频 率 特 性 图 的 应 用 

求 出 穿越 师 率 wx 和 ww, 是 确定 反馈 系统 增益 空 草 和 相 世 裕 星 
的 前 提 . 然而 ,对 于 三 阶 以 上 的 系统 求解 方程 67.5)? 和 (7-8) 常 名 会 
再 到 杀 难 .由 于 于 节 引 入 的 乃 多 斯 特 曲 线 的 玖 - :种 表示 对 数 
频率 特性 图 5 即 波 德 图 ?的 应 用 是 求解 we 和 ms | 分 有 效 的 近似 方 
法 , 因 直 被 广泛 用 来 讨论 系统 的 相对 称 定 性 .图 7-5 绽 出 了 复 平 面 
上 力 秦 斯 特 曲 线 和 波 德 图 之 间 的 对 应 关系 ， 

和 一 一 阶 或 二 阶 系统 的 增益 衬 量 为 无 穷 大 . 因为 这 此 系统 的 户 训 
斯 特 曲 线 与 负 实 轴 不 相交 ,因此 ,理论 上 … 阶 或 二 阶 系统 不 可 能 是 
不 稳定 的 . 《当然 应 当 指 出 ,因为 在 推导 系统 方 牺 时 忽 上 略 了 一 些小 
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Fn 
正 增益 格 坛 | 了 面 


不 各 定 系统 


[11 


mh -- 


乐 定 系 统 


图 7-5 和 伴 定 的 有 不 樟 定 的 条 统 的 增 蔓 襟 量 种 丰 亿 衬 二 ,ay 及 和 斯 特 图 
必 +* 流 德 图 

的 时 间 延 送 , 激 以 在 某 种 意义 上 说 ,所 谓 一 阶 或 二 阶 系 统 只 能 是 近 
似 的 . 如 果 计 及 这 些小 的 滞后 , 则 所 谓 一 阶 或 二 阶 系统 可 能 变 成 不 
稳定 的 ,) 

适当 的 丰 位 裕 量 和 增益 裕 症 ,可 以 防止 系统 参数 变更 和 元 件 
变化 造成 的 影响 ,并 生 指 出 了 一 定 的 频率 范围 . 这 两 个 值 将 闭环 系 
统 的 工作 状态 限制 在 谐振 频率 附近 . 为 了 得 到 满意 的 性 能 .相位 说 
量 应 当 在 30" 和 60* 之 间 , 而 增益 裕 景 应 当 太 于 6 分贝 . 对 于 具有 这 
些 裕 量 的 系统 ,即使 开 环 增益 和 元 件 的 时 间 常数 不 一 定 的 范围 内 
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发 生变 化 ,也 能 保证 系统 的 稳定 性 . 它 在 设计 控制 系统 或 调整 系统 
的 增益 第 数 时 , 却 提供 了 一 种 方便 的 方法 . 

开 环 传递 孙 数 的 幅 值 和 相位 特性 有 一 定 关系 . 要 求 相 位 衬 量 
在 30" 和 60* 之 向 , 即 意 味 着 在 对 数 坐 标 图 中 ,对 数 幅 值 曲线 在 增 
瘟 穿 越 频 率 上 的 斜率 不 应 陡 于 一 40 分 由 /10 倍 频 程 .在 大 多 数 实 
际 情形 中 ,为 了 保证 系统 稳定 ,要 求 增益 穿越 顿 率 上 的 斜率 为 一 20 
分 由 Z40 倍 频 程 . 妇 果 增益 穿越 频率 上 上 的 笠 率 为 一 40 分 由 710 倍 
和 抬 程 . 则 系统 可 能 是 稳定 的 ,也 可 能 是 不 稳定 的 .5 即使 系统 是 稳定 
的 ,相位 补 量 也 比较 小 . ) 寻 ! 果 在 增益 全 越 频 率 上 的 笠 率 为 -60 分 
由 /0 倍 频 程 ,或 者 更 陛 , 则 系统 是 不 稳定 的 . 

{ 例 1] 设 控制 系统 如 图 7-6 
所 孙 , 当 天 =10 和 并 二 100 时 ， ec 


is) 


Wi 
tsi 1) ts 5) 


试 求 系统 的 相位 和 增益 裕 量 | 

[ 解 ] 首 先 对 村 下 ==10 划 出 一 
对 数 否 此 特 性 图 7-7(a). 从 增益 
曲线 与 0 分贝 线 的 交点 处 可 读 出 A 


orszl.3. 对 应 于 这 个 mw 值 , 可 以 从 相位 特性 曲线 图 中 读 出 相位 裕 
量 ”2*=21. 而 从 相位 曲线 与 0 坐标 线 交 点 处 又 可 该 出 urs2. 13 返 
加 到 增 共 特性 曲线 图 可 | 记 出 增益 容量 g, 寺 8 分 由 .由 于 7 了 和 gg。 部 
为 正 , 系统 种 年 ,并 且 有 相当 容量 . 

当 增 位 从 10 增 大 到 100 时 , 增 访 特性 用 线 订 当 在 对 数 坐 杯 图 
下 向 上 移动 20 分 贝 .在 图 7-7(b) 上 ,保留 了 货 线 图 面 上 的 位 并 | 仙 
将 坐标 癌 下 移动 了 20 分 贝 . 不 过 相生 特性 曲线 并 没有 改变 . 由 于 
增 红 的 变 太 ,ws 在 坐标 轴 上 的 位 置 由 原来 位 于 w 的 左 侧 移 至 右 
侧 而 变 为 wuss4.3. 这 时 从 图 中 可 以 读 出 7Y 寺 一 30";g。 守 一 ]2 分 
员 . 它们 都 是 负 值 ,系统 不 稳定 . 不 过 这 些 数据 为 我 们 对 系统 进行 
校正 使 之 达到 稳定 提供 了 定 地 依据 . 

应 当 列 出 ,为 了 获得 满意 的 系统 性 能 ,我们 必须 和 将 相位 衬 明 增 
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ee (om 
图 7- 了? 天 二 1 村 下 =100 时 的 入 德国 
如 到 30" 一 60?. 这 可 以 通过 减 小 增 蔓 天 达到 .但 是 减 小 天 信和 是 我 
们 不 希望 的 ,因为 小 的 六 值 会 造成 二 的 稳 访 偏差 . 因此 通过 增加 
校正 环节 来 改变 开 环 频率 特性 曲线 的 形状 ,全 成 为 必 不 可 少 的 了 . 
这 种 方法 ,将 在 3 8 进行 详细 讨论 ， 


3 8 反馈 控制 系统 的 补 途 


这 一 节 简要 介绍 反馈 控制 系统 特性 设计 的 基本 思想 . 设计 过 
程 中 常常 条 用 -~- 些 具有 特殊 功能 的 环节 .使 系统 达到 预期 的 祥 性 
指标 . 这 种 设计 过 程 称 为 补 傍 ， 

本 章 开 头 几 节 氢 述 了 系统 的 时 域 符 性 ,并 引入 了 PID 调 市 的 
控制 方案 . 现在 基于 频 竣 特性 和 稳定 性 理论 介 绿 系统 的 补偿 方法 . 

一 ` 调 整 增益 的 补偿 方法 


所 谓 增 冀 调 整 是 改变 控制 回路 中 某 信 环节 的 增益 ,也 上 转 是 秆 
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上 -| 看 田 


当地 改变 开 环 传递 函数 的 增益 常数 ,以 得 到 所 知 的 系统 特性 . 这 种 
补 颂 方法 非常 简单 ,但 光 用 这 种 方法 常 种 得 不 到 所 需 的 特性 . 然 
而 ,把 现 黎 增 得 帮 其 它 补 仅 方 法 结合 起 来 司 用 ,可 以 说 是 最 基本 的 
补偿 方法 . 调整 增益 时 ,系统 的 稳 态 特性 和 过 渡 特 性 间 时 发 生变 
化 .一 般 米 砚 , 增 蔓 减 小 ,系统 的 相对 稳定 性 增加 .但 稳 态 帆 差 也 增 
J 

为 了 克服 这 困难 .在 前 阿 控 市 通路 中 串联 个 补 懂 环 节 可 
以 改善 系统 的 特性 . 补偿 环节 有 相位 超前 环 生 和 相位 返 后 环节 . 前 
者 可 增加 系统 的 黎 定 性 , 提 癌 快速 性 ,后 癌 用 以 减少 稳 态 偏差 ,所 
高 系统 的 精度 . 当 需 要 同时 改善 稳 态 特性 和 快速 性 时 ,就 有 必要 辣 
时 采用 这 两 种 补 怪 ,把 这 两 考 合 成为 一 个 的 补 仅 环 让 叫 相位 超前 
偿 后 环 下 

二 相位 丐 前 补 迟 

提高 系统 快速 性 的 简单 方法 是 增加 开 环 增加 - 这 是 义 为 快速 
性 可 用 开 环 对 数 频率 特性 的 增益 窗 越 频 尝 的 大 小 来 表示 ;由 于 并 
环 增益 提高 , 增 苍 穴 越 频率 就 誉 太 . 
汰 而 ,如 上 砷 指出 的 单 是 增加 开 环 增 f 
昔 会 使 相位 裕 量 (以 及 增 葡 裕 量 ) 减 
小 ,稳定 度 变 坏 . 所 以 ,如 果 预 先 在 增 
诅 穿 越 环 座 附 近 使 相位 提前 一 些 ,这 
样 就 使 相位 裕 量 增 大 . 再 增加 开 环 增 
蔡 时 蕊 不 会 损害 稳定 上 度 , 基于 这 种 考 
虑 ,为 了 提高 系统 的 快速 性 而 不 使 其 。 上 言 *-1 相 僻 超 前 环节 
它 特 性 变 坏 ,就 需 加 入 相位 超前 环节 .个 简单 蛋子 是 峡 8-1 所 示 


入 高 通 被 波 器 , 它 的 传递 陋 数 为 
到 全 下 十 1; 
{rnts) 一 ee [日 < 人 < 1) (BB, 1) 
这 里 
-| 
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这 个 相位 越前 环 市 的 对 数 重 率 生 往 如 辐 2 所 示 . 图 上 . 增 刘 特 性 
用 折 污 近似 表示 -而 Getjw) 区 相位 为 
CT 区， 一 AaArctg (ewT,) {Hh.2) 
便 一 Co 广 最 大 时 的 频带 wa 可 由 下 式 冰 得 


d Carl—etwf)] 
dT, 0 Wy 
四 上 上 式 可 得 
Chay i 下 (8. 4) 
ww 改 人 
而 ws 处 的 机 和 菠 和 为 
Pan = AFCtE 和 : Arctg A CR 1) 
用 相位 超前 环 
ie 上 a PT TT 
i 只 大 省 I i 一 HH 出 
应 如 们 远 摔 叱 ?7 一 | 敬一 由 


般 、 a 在 0.005 一 
0.25 的 范围 内 .下 
而 再 讨论 T's 的 选择 
方法 . 先 荔 出 系统 未 
经 补 和 权时 的 开 环 对 
8-3 所 示 . 假定 图 上 
的 相 伺 裕 量 是 希望 
值 . 我 们 要 调整 增 部 .使 mr 提高 而 又 要 不 改变 相 亿 裕 芝 .这 时 ,我 
们 可 加 入 相位 超前 环节 Coks) ,使 开 环 对 数 频 率 特性 的 相位 在 频 
率 wsx 处 得 到 超前 斌 办 因而 ,可 按照 图 8-3 的 刁 法 ,; 求 出 也 点 和 和 


村 位 t 谋 ) 


阁 8-2 ”相位 起 前 环节 的 对 数 频率 特性 图 


"lo * 
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该 点 的 频率 ai, 令 由 一 amwyH 


式 C8. 4) 求 得 了 ,六 增益 ( 补 党 但 ) 


i ~ 一、 增益 { 补 党 后 ) 
了 
让 thr 


下 而 进行 增 荔 调整 ,提高 
增 盖 使 穿 朴 里 这 由 we 变 为 ws. 
1! 是 调 符 增益 ， 相位 特 必 
“会 变 , 相 位 裕 量 就 保持 原来 
es T, 的 方 
法 . 图 8-3 ”用 开 环 对 数 频率 特性 图 进行 
i 例 1 对 于 并 环 传 递 卫 数 补 入 
为 


i 二 
C5) = sts oo 1700. 253 二 1) oa 


的 反 鲍 控制 系统 ,串联 -个 ==0.1,T,w=1 的 相位 超前 环节 ., 试 确 
全 增 全 常数 作 多 大 提高 使 增益 容量 和 相位 容量 还 能 保持 在 原 有 
尺 志 1 时 的 14 分 由 各 41 左右 ? 

[ 解 ? 上 串联 相位 超前 环节 以 后 ,控制 系统 方块 图 如 图 8-4 所 示 . 


寺 开 环 传 递 隔 数 为 
kK 5 小 1 
FCO 一 -- 
st025 二 1701s 十 1] 
或 
a A 后 
G5) 一 [人 1 0,1s 十 十) 08) 
其 开 环 频率 特性 为 
K 
g = 20]g = 人 (8. 9 
wv 0. 50 vl + 0. or 
" ]55* 
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仿 一 一 一 tg |! DD. 25w .tg To. le CB. 10) 


相位 特性 与 下 值 无 关 . 先 
令 p= 一 7, 可 求 相 位 穿越 
频率 


os 6 和"! 
骨 仿 gg== 一 14db, 出 式 
(8. 9 条 过 出 增益 常数 ， 图 8 4 相位 超前 补偿 
Ko—=2.5 
保持 下 之 值 为 2.5. 令 gg 二 0; 可 求 出 增 痊 罕 越 频率 为 
: 一 2.2 秒 ! 
代入 式 58. 10)? 可 得 相位 裕 量 为 
sd 
上 述 表 明 , 由 于 串 联 了 补 屡 环节 ,当下 增加 到 2.5 时 ,系统 仍 
然 能 保持 原来 天 =1 时 的 增益 裕 量 和 相位 裕 量 ,但 白 上 太 的 增 
加 , 稳 态 个 差 有 较 大 隆 低 , 变 为 etec) 一 0.4 左右 . 
菇 后, 应当 指出 ,在 本 和 例 中 相位 超前 环节 的 补 嵌 作用 实际 上 是 
通 计 改变 开 环 极点 s= 一 1 为 = 二 一 10 来 实现 的 . 
三 .相位 迟 后 扑 偿 
控制 系统 的 稳 态 特性 取 岂 于 开 环 传递 图 数 的 增益 . 为 了 改善 
稳 态 特性 而 不 影响 稳定 度 和 快速 性 ,只 要 提 疝 低频 段 的 增 蔓 即 可 . 
为 此 目的 采用 相位 巡 后 环节 , 它 的 简 


2 
单 例子 如 图 8-5 所 示 , 这 个 环节 的 传递 1 
图 数 为 | 
s s 十 ] 
: 1 1 |! 


这 里 ,8 和 了 ;为 图 8-5 相位 返 后 环节 


”1358 * 
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p= TR 了 = RC, (8. 12) 
这 个 相位 返 后 坏 节 的 对 数 频率 特性 图 如 图 8-6 所 示 , 图 十 增 
从 特性 由 折线 近似 表示 , 由 图 可 知 , 当 频 率 高 于 1/T, 时 ,增益 爹 部 
下 降 六 倍 ,如 果 把 这 段 频率 范围 的 增益 提高 到 原来 的 增 放 和 值 , 当 
滩 低 频段 的 增益 就 提 
畜 了 .如果 177, 比 补 下 SS 
懂 前 系统 的 穿越 频率 
低 很 多 ,那么 邑 使 加 
入 这 种 相位 迟 后 环 
儿 平 没有 什么 变化 ， 
快速 性 等 也 小 乎 不 会 
受 影 响 , 用 相位 退 后 
环节 进行 补 懂 的 机 理 
并 不 是 利用 相位 迷 8-6 相位 运 后 环节 的 对 数 病 些 特性 图 
后 ;而 是 使 得 大 于 1/T; 的 频段 内 的 增益 全 部 发 生 十 海 , 并 且 在 这 
个 频段 内 的 相位 变化 很 小 ,根据 上 面 的 理由 ,PB 和 TTT; 要 选 得 尽 可 
鹏 大 .但 状 虑 到 实现 的 可 能 性 ,也 不 能 选 得 过 分 大 . 它 的 最 太 值 为 
Bax 二 20;Tiwan 二 7 一 8 秒 . 一 般 选 择 8 二 10,T 二 3~5 种 . 看 相 位 退 
后 环节 进行 补偿 的 具体 做 法 和 相位 超前 补偿 是 完全 - 样 的 . 
[ 例 在 例题 1 的 结果 上 得 加 和 8=10,T,;=3 的 相位 迟 后 环 


增益 4 从 由 ) 


相位 ( 度 } 


节 进 行 补偿 
[ 解 ] 系 统 开 环 传递 函数 为 
G(s) = K 5s 十 ] 3 一 1 


sts 二 1)(0.25s 二 1) 0,.1s 二 1 30s 二 1] 
和 前 面相 似 的 方法 可 求 尺 一 25 ,8 一 14 分贝 ,7 一 49*, 而 


ef oem ) 一 1 一 0Q. O04. 
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上 红包 串联 相位 退 后 环节 后, 系统 稳定 性 不 灾 , 稳 态 偏 艾 趣 可 降低 
Le 

从 上 上述 设计 过 程 的 讨论 可 以 看 出 ;出 于 反馈 控制 系统 术 在 省 
洪 如 稳定 性 和 稳 态 偏差 等 方面 的 矛盾 因素 :如 何 兼 顾 半 盾 看 的 诸 
记 面 而 确定 适当 的 性 能 指标 ,需要 经 验 . 同样 , 选 泽 皮 样 的 补 管 环 
节 记 瑚 要 经 验 . 只 有 这 些 都 确定 之 后 ,经典 的 反馈 控 表 理论 才能 给 
出 定量 的 讨论 . 所 以 说 ， 这 个 理论 十 半 定 其 的 , 依据 这 个 理论 所 进 
行 的 设计 是 六 经 验 的 ， 

另 一 方 面 ; 加 $4 已 经 指出 ,顾及 到 稳定 性 的 要 求 : 反 局 控制 
系统 可 能 跟踪 的 输入 信和 叶 一 般 不 马 于 -人 阶 .这 一 点 更 生 更 请 竹本 . 
这 是 内 为 并 环 传 递 函 数 包 含 王 阶 以 上 积分 环节 的 系统 ;要 保 坪 秘 
定 将 非常 困难 . 

泳 使 系统 跟踪 更 剧烈 变化 的 输入 信和 导 和 适应 更 复杂 榨 生 系统 
的 设计 需要 ;新 的 控制 理论 的 出 现 吓 可 以 想象 得 到 的 . 


习 是 


1. 没 温度 计 缀 … 妆 钟 注 度 测 基 后 的 指示 值 是 实际 温 恬 风 
98%, 并 是 慨 定 温度 计量 一 阶 系统 , 求 时 间 常 数 

如 时 将 温度 计 放 在 澡 盆 内 ， 
澡 盆 的 温度 每 分 名 上升 10C， 
求 温度 计 的 误 矿 ， 

2. 系统 的 方块 图 如 图 9-1 
所 示 、 图 9-1 

落 系 统 的 单位 芥 跃 响 放 ,峰值 时 间 和 最 天 超 调 芷 ， 

3， 如 图 9.2 所 示 的 多 征 系 统 , 求 了 人) 和 NG) 之 则 的 闭环 伟 
递 浮 数 . 

" 1158 。 
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革 9-2 

4. 如 图 9-3{a} 和 各 (中 ) 所 坟 的 两 个 系统 中 ,KK 是 可 调 增 益 ,Cs) 
和 瑟 (:) 不 变 , 试 打出 各 自 拢 动 的 传递 肾 数 ,并 浇 天 “为 了 减 小 扰动 
时 影 玫 ,应 尽 可 能 增 大 可 调 增 痊 天 "这 有 何 岳 是 否 部 严 冲 . 


Nia!} i 


w ‘pb) 
9 人 仁 前 辣 通 中 中 有 有 扰动 加 入 区 位 制 条 统 ;(5) 在 友人 恒通 路 中 有 拓 
动 思 A 入 的 控制 系统 


3. 略 9-4ta) 十 一 个 卫星 姿态 控制 系统 原理 图 . 小 蝇 嘴 的 克 作 


十 一 J 
| 
CE | 
基准 


| 


‘bh) 


(a) 卫 星 突 态 控 制 系统 时 原理 你; bb) 方 近 阁 
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轴 力 可以 旋转 卫星 体 使 其 进入 所 要 求 的 姿态 .用 4 或 召 表 示 的 次 
个 笠 对 称 配 园 的 喷嘴 是 成 对 工作 的 , 设 每 一 喷嘴 加 到 系统 上 的 推 
力 是 下 /2 ,力矩 是 Fi, 以 及 对 质量 中 心 的 惯性 窍 是 J. 

假定 姿态 控制 器 是 比例 一 吉 一 微分 的 形式 , 图 9-4(b) 所 示 的 
是 系统 的 方块 图 . 为 使 系统 具有 无 阻尼 频率 为 mr， 比 阻 尼 为 上 试 
确定 比例 增益 天 , 种 微分 上 时间 了 

6， 对 二 图 595 所 示 Nes) 


的 系统 ,能 否 选 择 一 个 合 站 
道 的 控制 器 ,使 得 系统 对 


于 单位 阶 茎 拓 动 的 稳 态 


啊 应 为 入? 

7. 潜水 艇 的 深 
度 调 节 通 过 控制 水 平 
导向 概 的 倾角 8 来 实 
现 , 如 图 9.6(a). 深 度 
的 测量 通过 压力 传 域 
器 来 实现 . 控制 系 # 
太 块 图 如 图 9-6tb). 
假如 输入 变量 为 Lin 
(f= ] ;att) 2 : 
CiDaC 一 37 他 寞 站 
示 右 潜水 艇 保持 家 相 
深度 ; 导 j 圳 下 沉 : 习 如 
速 下 沉 三 种 情况 , 坛 
求 它们 的 稳 态 偏差 . 


实际 深 麻 一 六 站 
: 潜艇 轴 
1 二 一 一 


如 应 
‘a ~ 
lifgy 工人 
槛 求 王 


王座 深度 


《压力 你 照 请 ) 


{om 


图 9-6 ”汗水 艇 深度 控制 


8， 对 于 如 图 9-7 的 系统 作用 以 下 列 输入 情 号 : 
CY u(r) = sintt + 30°) 
(9) u(t) 一 sinftl 二 30?) 一 3cosf2r 一 45) 时, 试 求 系统 的 稳 


*] 
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9. 开 环 传递 函数 为 


.~ 
sts 1)t2s 1} 


设 天 一 2 应 画 出 万 平面 天 量 轨 
了 迹 图 ; (ii) 判定 稳定 性 ; (iii) 确 定 使 闭环 系统 稳定 的 KK 值 取 值 区 
围 . 


(G(s) 一 


图 9.7 


值 范围 . 

11. 图 9-9 是 高 速 火 车 自动 制 
动 系统 方块 图 . 图 中 参数 设 定 为 民 王 1,K: 一 1000, 开 ,一 0.0015a 一 
bh==0.1. 为 使 系统 保 皖 稳定 , 试 确定 放 太 改 的 增益 下, 的 取 恒 拖 


图 9-5 


图 3-9 
12. 图 9-10 表示 国家 经 济 活动 模 到 . 它 涉 及 色 国 民 收 入 . 政 . 


as ]E1l* 
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图 外 10 
府 消 费 决 策 . 私 人 投资 ,企业 生产 .税收 和 顾客 消费 等 .图 中 假定 企 
业 征 产 可 用 纯 时 间 兆 后 的 一 阶 惯性 环节 来 描写 ,并 也 假 定 私信 捞 
资 Us 和 ECs) 的 关系 为 
Cs} = (AT Bry)E(s) 


政府 决策 为 
Cs) 一 人 十 也 5 

试 确定 系统 稳定 时 CD 与 和 .3 的 关系 . 

13, 图 911 是 e 正 半 枝 的 开 环 频率 特性 曲线 ,画册 元 整风 
妃 奈 斯 特 图 .6 和 根 定 并 环 传 递 序 数 在 右 半 平面 线 服 点 , 坛 判 疡 

14. 电 脉 证 林 以 刺激 肌肉 使 次 辣 关 节 恢 复 运动 . 图 9-126a7 生 
控制 这 程 汉 意 图 . 市 子 控制 器 发 出 话 路 信号 ,一 路 刺激 主动 记 申 
消 , 中 -路 使 牛 扩 肌 伸 展 , 图 9126by 是 系统 的 方块 网 . 控 粳 姑 利 
关节 运 避 的 传递 画 妆 分 别 为 
Ds) 有 Ke " 


ey se) 
参数 了 到 俏 为 7 一 1C=20.r=0 1 卫衣 一 1 于 A 二 2 各 王 1900 秆 分 
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一作 
一 1. 员 
= 
Ca) ‘b)} 
| 4-11 


别 求 出 相位 裕 量 . 

15. 反 霹 控制 系统 盯 块 
图 如 几 9-13 所 示 . R(s) 为 
止 党 输入 信号 .PCG 为 额 针 


下 Ca) 

该 系统 的 对 数 频 沫 特性 到 . 和 a Dis) 
i) 要求 由 额外 输入 ™r 

信号 TC50 引 起 的 稳 态 偏 其 一 

笔 于 0.1. 设 (sy) 二 1.0 

(一 玉 , 汶 天 a 


WU 侍 避 0 的 条 人 御 下 , 求 增益 守 越 疾 率 吕 , 和 相位 裕 量 7. 
tiv) 如 打 雪 求 相 位 衫 计 提 高 畏 657fm 不 朗 ) 虽 采用 两 个 相 
位 超前 网 络 , 期 邻 
F- ] 
Crile 攻 二 -二 了 | 1 


下 为 1 中 已 求 出 之 值 , 试 求 册 全 


13 ss | 了 
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4) 


”is 十 Tt 1r+1 


* 164。 
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第 三 曹 ” 最 优 控制 理论 


在 第 一 次 址 界 大 上 峰 期 间 及 其 以 后 的 一 段 时 间 央 .以 提高 武器 
命中 举 为 主要 有 标的 伺服 系统 理论 , 即 经 典 浴 制 理论 ,得 到 了 迅猛 
的 发 展 , 这 一 理论 在 设计 与 分 析 单 输入 单 输 册 的 线性 定 弟 条 统 时 ， 
是 行 之 有 效 的 . 然而 , 随 着 空间 技术 的 发 展 ,控制 系统 日 趋 复杂 ,其 
精度 要 求全 益 提高 , 那 种 建立 在 传递 冰 数 和 频率 特性 法 基础 上 的 
经 典 控 制 理论 日 益 暴 谋 出 其 局 限 性 来 ", 这 种 局 限 性 首先 表现 村 
系统 变化 的 时 间 过 程 非常 迅速 ,已 不 能 简单 地 用 线 生 定常 系统 来 
描写 . 这 样 ,传递 消 数 书 失 去 其 定义 的 楚 础 . 其 次 . 庶 用 频率 特性 来 
没 计 控制 系统 ,就 本 质 而 言 .是 一 种 半 经 验 的 工程 方法 . 对 十 精度 
划 求 高 的 复杂 系统 ,难以 凌 效 . 最 优 控制 理论 就 在 这 样 的 背景 下 发 
展 王 米 . 

人 们 注意 到 18 世纪 本 种 19 世纪 发 屡 起 来 的 经 监 力 学 的 变 分 
原理 以 及 地 后 被 推广 到 物理 学 其 它 分 支 的 这 史 极 值 理论 成 站 居 优 
控制 埋 论 可 以 借鉴 的 基础 . 从 而 吸引 了 一 太 批 力学 家 ,应 用 数学 
之 ;此 尔 -- 些 物理 学 家 从 事 这 方面 的 工作 ,推进 着 最 优 控 制 理论 的 
发 展 . 最 优 榨 制 坪 论 主要 发 展 表现 在 :直接 点 用 古典 的 变 分 理论 所 
能 解决 的 ,只 是 其 容许 控制 属于 开 集 的 一 类 最 优 控制 问题 ;而 现代 
挫 制 论 所 更 多 碰 到 的 是 ,其 容许 控制 属于 佬 集 -: 英 的 问题 . 其 中 最 
值得 - - 提 的 应 当 是 美国 学 者 由 尔 曼 (RR. Bellman) 的 动态 规划 理论 
(1953 一 1957 年 创立 } 和 荔 联 学 坷 虎 持 里 亚 金 (CTIonrparig} 的 


- 美 秘 直 : 锚 化 皖 粳 理论 中 的 上 L 个 玄 题 寻 计 算 枯 诬 用 去 应 用 数学 3. NO.2.3,65 
{O74) 


* 85 * 
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“最 小 值 原理 ?(1956---1958 年 建立 ). 

最 优 深 制 理 论 是 下 数 从 计算 撤 术 的 发 展 密 切 相关 的 .本 齐 程 
限于 篇 晤 ,只 能 介绍 连续 大 的 控制 理论 . 但 在 实际 虐 用 时 ,还 必须 
和 计算 数学 联系 起 来 . 目前 这 一 领域 仍然 十 分 活 暑 , 它 不 仪 应 用 于 
工程 控制 方面 ,而且 已 被 广汉 应 用 十 社会 痉 济 各 个 倒 域 . 

本 章 从 讨论 线性 反馈 系统 的 最 小 策 盖 设计 准则 出 发 , 逐 放 过 
洲 到 最 优 控制 的 基本 理论 . 


8 1 最 小 偏差 设计 准则 


在 伺服 系统 的 性 能 指标 中 存在 着 互相 村 并 的 因素 . 在 控制 系 
统 的 设计 计 程 ,常常 根据 经 验 数 据 去 处 理 和 协调 各 方面 的 和 需要 , 例 
如 提高 反馈 系统 的 开 环 增益 ,可 以 减 小 系统 的 稳 恋 傅 关 ,从 而 提高 
系统 的 控制 准 卉 度 . 但 是 , 开 环 增益 的 提高 却 又 降低 了 系统 的 相对 
稳定 性 ,那么 是 否 仓 在 一 种 产 格 的 数学 方 斌 去 调整 系统 的 参数 , 措 
控制 系统 的 性 能 晤 赂 原 到 稳定 性 又 照 慧 介 稳 态 偏差 呢 ? 这 就 不 仅 
蓝 注 意 到 情 差 的 稳 态 倡 . 同时 也 要 注意 到 偏差 在 过 渡 过 各 后 溉 化 ， 
由 于 系统 的 想 调 其 也 和 筷 服 系统 的 稳定 度 相 了 联系; 再 调 芽 越 大 , 稳 
性 越 好 ,这 就 提出 这 样 一 个 问题 :统筹 考 嵌 偏差 的 全 过 程 , 使 偏 磊 
的 这 和 降低 到 最 小 值 ,使 系统 稳定 性 和 准确 性 方面 协调 到 -种 最 
优 状 态 . 由 于 蓉 制 系统 的 估 益 上 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 ,所 以 这 
里 所 说 的 偏 关 的 总 和 应 当 是 措 纵 对 值 之 和 ,或 音 偏 大 平方 的 总 机 ， 
把 这 种 考虑 用 数量 米 南 示 . 就 是 要 区 


的 本 (1 1) 
或 袁 
| eq 一 mii. {1.1} 


和 1] 
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如 果 设 计时 为 了 加 强 某 一 方面 的 权重 ;比如 更 加 注意 系统 的 
稳 态 偏差 ,就 可 以 在 积分 表达 式 中 生 上 一 个 与 时 间 将 关 的 权 图 数 ， 
比如 时 间 41. 这 拌 . 式 (01,1) 各 式 (1,2) 就 可 相应 地 变 为 


| de min (1. 3) 
以 下 
| sc)dr = min C1.4) 


由 于 式 届 . 2) 所 表示 的 最 小 方 磊 准 划 便于 于 解 认 方法 进行 研 
技 , 所 以 用 得 最 多 .图 1-1 给 出 mttyvettsett 和 Je Cd 随 
时 间 玖 变化 关系 ， 


工人 Fit) 
由 . 身 i 
re ei 
| | 
们 i . 
[ee 
1 
D 


司 1-1 港 望 位 输出 wf1), 空 际 的 町 进 wt2). 偏 搓 ete) ,平方 桩 关 (7 种- 王 
户 俩 蔓 门 积分 上 ic 对 的 函数 曲线 
Ma 说 明 . 如 和 何 应 用 这 些 最 优 淮 则 来 确定 系统 的 参数 , 图 
1-2 大 一 个 开 院 握 荡 系统 ,可 凋 傅 数 是 比 蛆 尼 了 ,假定 系统 的 输入 


. 


] 站 地 到 
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是 单位 阶 跃 函数 ,我 们 讨论 如 何 oo 广 | 
GT 


谋 用 式 44. 2)， 
L _ _ 


ye | ea — tnin 
来 确定 8 之 值 . 
可 以 看 出 ,系统 的 闭环 传递 ”一 阶 振 现 系统 
银 数 为 
co 1 _ 
{rEs) -一 2 oF SE | ‘1].5) 
在 时 间 域 ,系统 的 输出 应 满足 太 程 
Fy 十 2 人 十 TI 一 ED 1 .63 
(1.7) 


图 1-2 是 单位 反馈 系统 . 令 e(f) 二 wt{t) 一 yl1) ,于 是 
Et 二 286gty 十 eft) = 0 (tT 0) 

主 式 假定 了 zx) 汶 单 位 阶 跃 输入 ,方程 人 4. 了) 的 解 可 以 写成 
(1. 


ef) = Re + Rorpe 


> 


二 一 S$ 一 v5 一 1 


其 中 
$+ ve 一 1 


Form 


A 
式 (.8) 中 的 常数 和 大 将 根据 初始 茶 件 确定 
柜 方 程 41.8) 代 和 方程 (1.7) 中 ,并 注意 册 和 页 月 的 实 部 ， 


可 得 
J =| <- Cd 


| CRie: 二 2 et Rie: dr 
oR 2kk, _ k 
2 

因为 刀 十 克 一 -- 中 和 一 1 我 们 可 将 了 条 作成 


: 3 z 


1,10) 


-168+ 
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息 据 初始 条 件 ef0)=1:e(0) 一 1, 又 由 于 式 人 1.8), 于 是 
| = 上 | 十 足 ， 0D = EA) 二 ,A 


中 
全 “ 和 
以 扣 和 后 之 值 代入 方程 CI.10) 中 ,可 竺 
7 一 一 了 二 | 入 十 和 二 2 
we 起 


据 此 ,的 最 优 值 可 用 J 对 & 求 导数 来 得 到 . 使 das 等 于 过 ,并 
对 求解 . 因为 


二 1 一 必 


J 
4 
0 的 最 优 疏 是 
Cs 
很 明显 ,因为 diJ 了 /dd 攻守 0, 一 0,5 对 应 于 极 小 值 .J 的 极 小 值 是 
Jnn 二 .5 十 0.5 二 1 
按照 类 似 的 方法 可 以 用 其 他 最 优化 准则 来 硼 定 人 值 .图 1-3 
表示 上 几 种 不 同 的 情 差 图 数 的 积分 的 性 能 曲线 . 可 以 发 现 懈 莽 平 方 
员 分 准则 选择 生 不 好 :因为 在 上 最 光 便 附近 ,曲线 相当 平 垃 , 问 时 
还 可 看 出 选择 性 较 好 的 儿 种 曲线 ,5 的 最 优 值 都 在 .7 附近. 这 时 
二 阶 系 统 的 响应 速度 较 快 , 超 调 萎 太 约 为 35%， 
问题 的 这 种 提 法 使 控制 系统 的 设计 摆脱 了 试 次 法 , 亚 成 选择 
比较 合理 的 性 能 指标 的 问题 ,从 而 可 能 解决 比较 复兴 的 辣 古 ,例如 


m BO" 
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图 1-3 偏差 性 能 曲线 

火箭 设计 中 的 最 小 时 间 问 题 , 最 小 脱 靶 其 问 题 和 最 小 燃料 消耗 问 
是 等 等 . 这 是 由 偏差 最 优化 的 讨论 所 引证 的 二 分 和 意 交 的 方 盯 . 然 
而 :让 于 在 上 例 中 ,首先 从 输出 方程 41.6) 或 同 站 方 程 ( 人 7) 或 背 
从 要 关上 沈 是 从 状态 方程 ) 解 出 包 舍 待定 参数 于 的 解 : 册 代入 性 能 
指标 的 积分 关系 中 ,然后 才能 按 最 优化 原则 求 出 冬 定 基数 之 值 弛 
把 这 全 才 再 代 问 介 输 出 方程 中 去 才能 求 出 注 足 最 优 性 能 指证 的 辖 
出 方程 .这 么 儿 步 又 显得 繁 倘 . 后面 我 们 讨 讼 按照 最 优化 淮 潮 言 接 
确定 最 做 论 状态 此 贰 所 应 满 是 的 方 称 ， 


Rs .. 。 本 Le 2 
= | ed WY = | (Ce de i = | eid 


L 
痕 . 和 i 
RR = 1 ! Bs 1 0 了 1 i . 1 : | 
4 1 -一 - | : 上 :中 > Cad Te- | 4 Lr 1 们 7 区 -了 i | 1! 1 1 一” i 中 ， ;人 
2 J il nl 
| 
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2 这 分 原理 


一 .问题 的 提 法 

前 而 关于 二 阶 振 落 环 节 的 讨论 表明 ;不同 的 比 阻 尼 系 数 姓 对 
应 不 辣 的 输出 的 过 汇 响 应 y() ,在 x 一 t 华 标 中 面 出 不 同 的 曲线 . 
对 应 于 二 0.5 的 y--t 则 线 使 系统 所 要 求 的 性 能 指标 俩 大 于 
方 积 分 值 最 小 . 

对 一 般 比 较 复 杂 的 系统 ,应 由 状态 变量 和 状态 方程 来 扫 配 、 
输出 过 渡 响 序 决 定 王 状态 变量 与 时 间 的 关系 x0. 对 应 于 单 簿 和 
单 输 出 系统 的 y 一 坐标 条 的 应 是 状态 向 恕 工 芍 于 个 分 是 Cons 

和 构成 的 党 标 系 (zi， Ts 下 这 a 
系 描 写 的 衬 洒 你 为 n|] 维 增 广 状态 空间 . 如 果 系 统 的 状态 安 便 梓 
时 闻 的 夫 示 为 : 
TT— XA) 2. 1) 
或 写成 分 起 形式 
T= T(t) 


下 
| 
| 
| Xs Xs Ct) 
| 


(2, 
| 2 一 nk 

那么 这 全 关系 将 在 人 a 十 1) 维 增 广 状 芒 冠 癌 播 男 册 一半 曲线 ， 
这 条 曲线 称 为 状态 轨迹 , 它 相 当 十 二 阶 振 泪 系统 的 > 一 上 则 线 . 为 
形 系 起见 ,在 本 2-1 中 通 沿 ee 人 
阿 的 轨迹 . 实 线 去 未 使 时 种 性 能 指标 取 最 优 牌 的 状态 变 直 一 工 
tf 所 描画 的 轨 和 应, 称 为 最 优 轨 迹 . re， 时 帘 要 
二 别 折 以 区 从 用 ， ee 变 毕 的 符号 石 圭 角 加 以 "x* “及 拓展 优 

根据 平 同 的 最 求 系 统 最 做 比 的 性 能 招标 是 不 加 的 :全 工 中 加 
这 了 最小 偷 差 蕊 计 准 则 ,也 提出 广 备 种 不 癌 的 性 能 控 标 .- -上 服 地 
.tt + 
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说 ,性 能 指标 是 基于 时 间 的 玩 
积分 ,被 积 函数 是 时 间 : 和 状态 >| 
安民 x2) 及 其 导数 (C1) 的 复合 
国 数 , 记 作 下 [zt zt ti 为 
简化 起 见 ,常常 写成 F(z,t)， 
计 称 为 亏损 限 数 ,于 是 性 能 指 
标 可 以 写成 积分 ， 

了 一 | F(x)d 

(2 3) 图 21 -+ 增 广 状 态 空间 和 状态 
， 、 ， 轨迹 
式 中 积分 下 限 i 为 初始 时 间 ， 
积分 上 限 tr 为 痕 峡 有 时间 .由 寺 了 是 由 怎 各 分 征 交 的 ,因而 具有 全 
定 的 数值 . 但 是 如 果 状 态 方 程 中 包含 一 些 待定 参数 ,如 $1 中 的 8， 
于 么 装 态 变 芋 与 时 他 的 关系 也 与 这 些 待 定 谷 数 有 关 , 比 如 YE 
人 这 时 ,待定 参数 的 不 同 值 影响 着 状态 变 共 和 和 时间 的 对 应 关系 
(2), 国 而 定 积 分 7 之 值 也 不 同 . 这 就 是 说 ,7y 是 待 让 人 参数 的 函数 ， 
佣 待 定 参 数 是 通过 改变 xt1) 的 两 数 关系 大 改变 了 的 数值 的 . 这 种 
也 数 ,数学 上 称 咨 注 明 数 , 三 简称 这 症 ， 

另 :方面 ,从 汗 广 状态 空间 米 看 ,参数 取 值 的 微小 变 尼 将 引起 
状态 轨迹 x 如 的 微小 变 吕 ,如 图 2-1 所 示 . 这 种 状态 轴 迹 的 征 小 党 
更 引起 的 汉 晴 J 的 数值 的 微小 变化 称 为 变 分 . 如 采 存 在 状态 灾 量 
的 六 数 甘 系 x* (22( 妈 状态 轴 迹 }) ,使 .7 了 取 棋 小 从 有 即 


= {FCx (FYE Cd = min (2 4) 


由 在 x 了 附 开 ,J 的 灾 他 好 为 天 .有 
ya 引 cz Ce (2. 5) 


或 (2.5) 就 是 性 能 指 包 最 优化 的 数学 表示 , 为 简便 起 见 ; 我 们 沉沉 


A 
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不 在 王 的 函数 关系 中 特 列 标 出 ”*” 导 ,而 简单 地 用 一 般 的 严 (r， 
1) 来 表示 . 由 于 一 阶 变 分 为 地 是 本 取 极 小 值 的 必要 条 件 , 国 此 , 严 
格 地 说 , 式 (2. 外 成 并 是 系统 实现 最 优 控 制 的 必要 条 件 . 

下 面 按 不 同 有 具体 情况 ,讨论 根据 概 植 条 件 C2. 5) 式 ,确定 最 汇 
轨迹 xi 的 数学 方法 . 

二 . 园 定 终 痕 的 变 分 回 题 

设 被 比较 的 状态 轨迹 的 两 端点 都 国定 在 Cxowtn) 和 (tx,t1) 上 . 


如 用 分 量 表 未 , 即 
一 1 
人 
| + 
A : 
以 达 


i 
lt) a 
用 i (7 ) 一 pf 


根据 含 参数 积分 的 求 导 数 法 则 , 式 (2. 5 的 变 分 簿 号 民 忆 移入 积分 
号 ,有 


3.7 一 | 8F rox)d 一 站 《2. 9 1 


严 用 rttztt 和 = 上 的 复合 乒 数 .BF 是 指 问 :时 刻 相 后 状态 轨迹 
有 所 对 应 的 下 值 之 荆 . 这 是 因为 系统 侣 和 有 一 些 竺 定做 贡 . 它们 的 取 
值 不 同 将 使 状态 变量 和 时 间 关 系 也 不 问 . 妇 果 把 问 :时 刻 上 由 于 
参数 的 不 同 所 引起 的 状态 变 基 的 变更 记 作 2, 相应 地 也 有 6x: 并 
且 由 于 立 是 册 吕 个 人 分量 人 zzrsTro) 组 成 .于 古 


SF = > or 十 >， Bs C2. 10) 
+ | t 


『 一: 


了 
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6 是 问 量 8% 的 分 量 . 由 于 


ja 是 指 同一 时 刻 不 同 参数 引起 的 xz 


之 值 的 变更 ,这 种 变更 种 对 时 间 的 微分 是 独立 的 ,于 是 有 
adzx 由、 | 
Ee i Cr = rr 2. 11) 
将 于 式 代 六 起 12.10) 维 吾 理 可 得 
par drm dv a 
0 mm da Ta 之， 
上 面 汶 奈 卫 
dd oF、 a 二 aF = IF dS7, 
df 了 7， | 一， dt a | 2 chr; cr a 
将 式 (2.123) 代 入 式 (2?. 9) ,可 得 
oe [ee i ar d em a 
i Br.dz 3 = 
[2. 141) 


督 虑 到 计 界 条 性 , 式 (2.7) 和 式 [2.8) 始 端 币 辣 


祥 亲 都 .让 国 算 oe 是 


-项 为 二, 由 丁 各 个 状态 变 讲 x 是 相互 独 谍 败 ， 


aF . | 


== 昌 Cio :2 ‘2 13) 


上 式 站 讶 第 -一 

式 (2.14) 和 下 国 刘 程 组 千 价 ， 
4 下 
di ar 


方程 (2, 15) 是 在 开端 固定 条 件 下 合演 函 (2.12 式 取 极 但 必 机 凑 


件 . 该 方程 在 数学 二 称 为 和 阶 变 
和 
一 阶 徽 分 方程 .这 于 个 ee peta Ae 站 和 式 


个 状态 变 恒 


Ws 
确定 名 个. 
(2. 吕 ) 就 是 和解 Hi x 


让 他 的 欧 拉 (二 uler) 方 程 . 
方程 (2 15) 就 可 以 


此 安居 就 构 城 最 优 状 态 向 直 < 


C7 , 它 候 忻 能 指标 . 式 (2， at 


站 1] 


人 能 指 标 -得 


了 二 | (2 十 di 
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边界 条 件 为 z(0) 一 04x| 他 | 二 1， 求 最 优 状 态 罗 还 
(和解 ) 由 于 下 二 4 一 2, 且 
上 人 2 
aT Ar 
代入 欧 拉 方程 (2. 15) ,得 
a 


上 并 的 解 为 
Tlf Ose Ce 
苦 谍 达 失 条件 , 求 得 最 优 状 态 轨 应 为 


2 
sh | 
1 人 


三 .待定 终端 变 分 问题 
在 自动 控制 右 题 中 ,很 大 一 类 问题 痉 端 是 不 固定 的 . 例如 地 对 
” 空 导弹 的 控制 .其 目的 是 击 中 飞行 着 的 飞机 , 即 所 谓 拦截 问题 . 假 
定 飞 机 的 运动 在 增 广 状态 空间 区 轨迹 是 
Ai 一 让 人 = 1 nt) (2. 167 
导 羡 在 上 一 记 时 ,于 x 一 st 处 发 射 
去 追击 飞机 . 导弹 运行 轨迹 不 司 或 加速 
oie 各 宇和 飞机 相 和 下 的 时 则 和 和 
伍 迪 都 不 同 . 这 将 受到 直人 2. 16) 的 约束 . 
人 芷 这 种 情形 下 求 某 些 指标 最 优 ( 倒 如 弹 
着 点 最 精确 ?的 问题 ,就 是 :个 待定 终端 
的 变 分 问题 . 
为 更 一 般 起 见 ,假定 终端 受 到 以 下 ， 转交 2 符 定 至 问 ， 
个 方程 的 约束 ， 
Gxti) — 0 (一 12. es 
此 区 ra 显 做 省 -一 站 如 62. 1 站 就 后 汪 为 蕊 C211 和 时 为 户 撒 
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册 , 疗 式 12.17) 写 成 > 维 问 量 形式 : 
WX) 一 用 2. 18) 
在 这 里 始 冰 们 然 很 定 为 固定 , 即 式 (2.7? 仍 可 应 用 . 
现在 讨论 这 种 情形 下 的 变 分 ,这 时 有 
太一 3| Pox,z, dr Fx 9 


i'n 


(2. 19) 


A 称 为 不 等 时 变 分 , 可 以 看 出 ,上 起 有 有 边 第 二 项 就 是 A7 和 等 时 
变 分 & ee 


‘ri a aF 工 
2 一] >[ 完 < 下 jazd + > 守 3 | (2. 20) 
将 上 式 代 入 式 (2. 19) 得 
‘dd 
A7=| pes I |Bzdt 
3F | 和 
十 之 | 到 67 | + FAr (21 
一 ] 1 


状 虑 到 始 端 固定 ,有 At 二 0;6x(to) 二 0, 待 定 终端 问 题 的 最 优 条 件 
可 以 写成 


A | 和 


Pn (2. 22) 
十 3 Oz, FA), ,= 


上 式 第 一 个 括号 中 的 8x; 是 指 当 1 二 ty 时 状态 变量 的 等 时 变更 , 即 
当 4 二 1; 时 不 同 状 态 轨 迹 之 由 所 对 应 的 状态 变量 之 其 . 但 在 本 问题 
中 ,不 同 的 状态 轨迹 ,终端 时 间 #t; 也 是 不 间 的 . 假定 在 满足 终端 约 
束 条 件 式 52. 17) 的 情况 下 , 当 1; 有 变更 尾 六 对 应 的 状态 变 基 的 变 
更 为 Ar ,那么 它 应 当 是 等 时 变更 Gc ty 和 沿 状 态 轨迹 的 微分 
drtr) 之 种 (如 图 2-32; 

Ar tf) = Br) + x tt) A (2 2 
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于 是 邮 rittf) 一 rittr) — FAA (2 23a ) 
代入 式 (2. i 


| oF | 


aF SE 
a py 寺 人 0+ 一 之 元 7) 各 一 


(2. 24 ) 
现在 考虑 式 (2 17) 对 Art 之 间 的 芍 东 . 对 式 (2.17) 求 微 

分 ,有 
(> Sciaxr, + Sat] =0 (2. 25) 


式 中 Ar 和 = 的 意 交 和 前 面 一 样 , 表 司 : 
‘xn 十 1) 维 增 广 状态 空间 不 同 胃 了 迹 之 间 鸭 
不 等 时 变 分 . 对 式 (2. 25) 各 个 方程 分 别 乘 


以 符 定 参数 v;,; 然 后 相 如 得 
DD +] -0 
和 将 上 式 和 式 (2. 24) 相 加 ,可 得 
i dd 站 | 
| > 1azr 三 让 10 a 
时 aF + | 
t+ [| 区 + BD {2, D7) 
tPF Dt A] -0 


由 于 存在 + 令 待 定 参 数 避 v0,… ,vy,) ,假定 它们 选取 适当 ,总 果 以 
悚 式 {2,27) 中 个 Tiltty) 的 杀 数 为 次 . 但 是 ,由 式 62.177 机 于 于 
个 无疆 站 之 间 的 约束 是 个 ,其 全 人 一 站 个 Am 站) 是 独立 的 ,这 上 


本 
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Acettr) 利 Atr 的 系数 应 当 为 雷 . 这 就 是 涪 , 式 (2.27) 中 所 有 的 Bx,， 
Air 有 at 的 对 数 都 为 和 东 . 于 是 


可 ,省 ;证 

一 一 一 一 一 1,2.…， 2 
| ?1 ‘2 2b) 
ar OW 

-+ . -= - 7 一 - 2 
ae 人 0 A “ 汪 ee 
一 OF x ch ~ 4 
[了 一 > 人 十 2 ' Hy; 二 (2 30) 


忒 (2.28) 就 中 前 耐 堪 到 的 欧 拉 方程 . 记 人 ,29); 式 (, 30) 和 和 式 
(2.17) 一 起 ,一 共 是 rn 上 rr 十 1 个 方程 它们 可 以 确定 个 待定 参数 
2 个 终端 状态 这 旺 记 避 站 以 及 终端 时 间 #. 式 (2.29) 和 式 (2. 30) 
称 为 模 鹤 条件, 这些 方程 丹 加 上 初 好 条 件 (2. 站 式 ; 设 可 以 并 全 确 
定 使 系统 性 能 指标 取 最 优 征 的 :个 状态 灾 基 与 时 间 玖 关系 曲线 六 
-一 区， 

”个 待定 倒数 4 ro 可 以 记 作 风量 1Y, 这 些 参 数 是 拉 格 
一 HHLLagrange) 最 早 为 讨论 经 虚 力 党 问题 而 引入 的 , 称 为 拉 格 户 
日 不 定 潍 子 . 在 由 方程 (2. 27) 推 出 方程 (2. 28) 一 (2. 30) 的 过 程 中 、 
有 于 引信 了 rr 个 不 是 乘 子 2., 本 来 党 六 个 约 开 的 不 狐 江 的 妨 x, 可 看 
作 吕 个 独立 变量 这 们 就 可 要 求 每 个 习 - 
的 系数 都 为 零 . 从 而 得 到 方程 (2. 29) 利 
(2-30). 这 个 过程 称 为 约束 肇 除 . 下 
还 会 用 到 这 和 方法 . 

L 例 21 求 使 性 德 指 标 


ee 
器 


四 


为 航 小 的 tt 曲线 . 证 妈 背 固定 .zt 
< | ,经 疾 在 直线 rp nt ed, 上 故 动 ， 半 | 本 世 i 
如 图 2 4 所 东 为 极 小 的 极 值 曲线 


"了 总 “ 
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[ 解 J 很 明志 .性 能 指标 弦 是 曲线 0 的 弧 长 ,也 义 是 这 ; 要 求 
从 fr50) 到 直线 = 的 的 则 线 < 的 星 长 为 最 蚌 . 详 用 欧 拉 方程 可 得 
到 最 优 轨 线 工 0). 
性 能 指标 了 和 中 的 社 程 国 交 为 
Ly 
其 一 阶 妨 导数 为 
DF a 
== Dy ss (Al) 
cr dr (] 下 #2 
代入 欧 拉 方程 ,可 得 


(1 
df 三] J 
om za 二 下 和 
上 式 经 过 一 次 积分 后 得 到 
村 | 2 
= 全 ， i 二 -一 — 
C1 二) LS 
Ea 
一 
积分 后 得 到 
一刀 (A3) 


下 面 利用 这 界 条 件 来 硝 定 常数 ae 和 户 已 知 <0) 一 1 , 刚 得 == 
1 ,在 ft 二 ty 时 的 约 东 条件 为 


_ 有 es 
代入 方程 (2. 29) 相 2. 30), 得 
aF aF 
Bs es td 


“从 两 式 消 去 5, 于 代入 下 的 函数 关系 ,可 得 
“179: 
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四 T 
,2 


人 
+ 
简化 后 得 + 二 1 因为 二 a 所 以 a= 二 1 , 国 此 最 优 轨 线 为 
xz”* (1 二 1 十 1 {AS5) 


终 贺 时 间 由 最 优 拉 迹 入 终 端 曲线 的 交点 决定 ,将 (A,) 第 一 式 
和 (A:) 陈 联合 起 来 , 驶 可 得 到 


六 一 2 一 了 


= 


$ 3 不 受 限 制 的 动态 最 优 控制 


“… 般 地 说 .系统 状态 轨迹 的 变化 可 以 受 两 方面 的 因素 的 影响 : 
一 方面 是 系统 内 部 结构 的 变化 ; 男 一 方面 古 输 入 明 的 改变 , 82 已 
经 从 系统 内 部 结构 参数 的 改变 , 即 状 态 方程 含有 得 定 参 数 的 角度 
讨论 了 性 能 指标 最 优化 问题 . 这 “ 节 厦 重 讨论 改变 系统 的 输入 量 
-来 实现 性 能 指标 的 最 优化 .这 种 控制 方法 为 动态 最 优 控制 , 竹 人 变 
盘 硅 这 里 黎 为 控制 变量 
一 、 终端 因 定 情形 
设 系统 的 状态 方程 为 


7 二 (人 (一 2 (3. 1 ) 

， 式 中 有 二 个 分 量 G0 yw ,wi), 现在 讨论 改变 控制 变量 (2). 
来 实现 性 能 指标 

1 = | Fars)di (3. 2) 


最 优 . 我 们 强调 指出 ,这 里 假定 方程 (3.1) 是 确定 的 ,不 含 竺 定 参 
数 ,xtt) 的 变化 是 由 #0) 的 变化 引起 的 ;由 于 x 与 & 存在 着 确 数 关 
系 !3. 1) 臣 ,于 是 被 积 国 数 


* 1]8D* 
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FO EC) 一 FOND ONE) ,i (3. 3) 
为 方 恒 起 几 , 直 接 写 成 x,# 和 1 的 函数 ;F(x GH,t). 这 时 式 (3.2) 变 
为 


= | Fra 0d C3. 4) 


式 中 工 和 上 &w 之 旧 受 状态 方程 (3,1) 鸭 约束 . 
式 t3. 1 以 改 写 为 约束 方程 的 形式 ; 
FAX) Oo R= C1 一 1 2 {3.5) 
为 在 下 面 推导 过 程 中 解除 x; 和 中国 的 这 些 约 虚 ,引入 个 不 定 
虱子 可 (加 tev 机 (4), 这些 不 定 弱 子 与 时 间 的 了 苞 数 汪 条 待定 ， 
但 它们 与 人 无 关 , 把 这 些 不 是 乘 子 分 别 去 乘 式 43. 5 所 表示 的 n 
个 方 种 ,并 对 i 取 和 ,再 对 t 求 积分 可 得 : 


| Saf Aidt=0 (3. 6) 
ty i=l '=1 
料 武 53. 和 的 左边 加 到 式 (3.4) 的 右边 ,于 是 

J= | [Fu Daf Daijdt 3.7) 


引入 新 好 数 

H = F(t) 十 DA (rn) (3. 8) 
开 称 为 哈密 顿 函 数 . 可 以 看 出 ,总 是 x, ha 和 :的 函数 , 即 

琳 一 百 (r; Xe (3. 9) 

于 是 式 (3. 7) 变 为 

了 一 [ME ER 一 Yar]de (3. 10) 

th := 1 
注意 到 
式 (3. 10) 变 为 
" l8l * 
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= 上 | [Er RL) 十 Da ]dt 一 2 wl 
根据 前 面 的 讨论 可 知 ,使 性 能 指标 了 取 极 小 值 的 必要 条 件 是 
Se | CH F > hr dt — 8 > Wm 
钥 定 两 端 固定, 边界 条 件 由 式 (2- 7) 和 式 (2. 8 给 出 .这 时 朗 分 符号 


台 计 以 移入 积分 导 ,并 证 辣 到 变 分 是 由 站 G 和 了 人) 的 变 近 引起 的 ， 
| A 无 尖 , 二 是 


网 人 EC 一 du 十 Sier Jj Ee. S387) := 


有 n " 


Co be 
站 此 ， 


| (+ EB 十 > du 4 |dz 十 27aaz 攻 


{3. 1 和) 
由 于 两 端 蚀 定 , 上 式 左 边 最 后 -项 为 零 , 必 积分 号 下 个 人 rn 和 和 1; 
个 Bu 中 辣 存 在 着 由 式 (3.3) 给 出 的 个 方程 的 约束 ,但 由 十 引入 
了 个 不 是 于 (可 以 使 个 比 刀 Bz, 的 系数 为 雪 ;这 时 六 个 
可 以 看 成 是 独 入 的 . 于 旦 所 有 Gxi 和 有 全 :rs 的 系数 者 为 专 是 方程 
《3. 14) 成 立 的 必要 县 充 分 的 条 件 , 央 而 有 


ee (ko ] ,2 { 3. 15) 


4 一 一 ve 《7 一 | (3 
rr 
求 式 (3.8) 两 边 对 的 篇 导数 ,有 

aF 


a 二 fx) (7 = 112 ,nn) 
注意 到 式 (3. 1), 有 
二 (fo 1],2 ,0 {3,.17 
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区 和 称 汶 此 态 蛮 攻 , 式 人 .16) 和 (3.17) 一 起 称 为 让 则 产程 . 

在 本 问题 中 ,状态 方程 是 事先 由 式 (3.1) 给 定 的 . 但 式 中 所 也 
售 的 控制 变 红 的 肌体 形式 站 (后 则 是 未 知 的 . 它 需要 根据 性 能 指标 
最 优化 加 以 确 写 .根据 前 面 的 推导 , 到 (应 当 满 趾 方 程 (3, 15). 出 
于 太一 互 (x .At 方程 (3.15) 给 击 广 XxX,A,# 之 间 的 代数 关系 . 
慨 定 所 给 出 交 湛 系 可 以 藉 上 解 时 |: 

i (x, A,t) (下 一 1 2 (3. 156) 
注意 到 正则 方程 63. 16) 和 (3. 17 行进 午 是 Cr 六 的 图 数 . 台 匡 
把 由 取 最 优 值 的 函数 关系 式 53.15a) 代 和 方程 63.16? 和 (3.17)， 
则 它们 恋 成 仅 舍 zx 和 和 的 2 个- 阶 微分 方程 组 . 从 而 ;党 则 上 可 
以 解 出 #8 个 x tC) 和 #2 个 训 (2) .而 杷 所 求 得 的 22 全 迹 基 :rr 0 
各 六 (代入 式 (3.15a), 就 可 求 得 二 个 wz CD), 这 就 是 筛 求 的 最 优 
控制 变 基 ntz). 

式 (3. 41 人) 种 式 (3. 17) 决 定 了 22 个 - 阶 徽 分 方程 ,其 积分 寡 数 
可 再 也 由 茶 件 臣 (2.7)7 币 式 (2. 8) 纵 出 的 2 个 关系 式 确 定 ，. 
L 例 13 没 系统 的 状态 方程 为 
不 一 一 让 十 w (AL1) 
当 界 条 件 为 0 一 1 ,rtt0) 一 0; 求 最 优 控 制 生 下 面 性 能 指标 


bo 二 | cr a 
为 最 小 ， 
[ 艇 ?2 瑟 出 性 密 顿 函 数 : 


一 字 ( 十 好 ) 十 允 一 二 十 本 
其 正则 方程 中 的 共 态 方程 为 


NN 全 = 一 示 十 角 (CAA?) 


控制 方 泽 为 


"183 + 
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二 A= 0; 于 二 一 忆 (A3) 
于 是 状态 方程 变 为 : 
iz 二 一 zx 一 A (Ad 
由 式 {A2) 和 (A4) 可 得 
一 一 六 一 小 _ 
二 一 十 久 ne 


应 用 第 …: 章 线性 状态 方程 的 解法 ,可 解 出 : 


ee 
zt) 王 一 - -一 一 _ 4 一 了 

2 1 0 

[CVD -- x0) — ACO) Je 2 | CAG) 


1 _ 四 
Arr) 一 a 
2 二 [zftoy 1 (v2 ~ 1)400)) 


人 CA7) 
特 边 界 代 入 (A6}) 可 解 出 1400) , 峙 代 入 (A7) 并 考虑 (A30 可 得 最 优 
控制 
| | 
Ww (2) = WD = ME 
a i £ J 
2 二 全 生生 "Et 
"(Cv le TO 二 lie | 
二 ,. 波 尔 扎 问 题 
假定 系统 的 性 能 指标 表示 为 
= ry) 十 | Fic,nd (3. 18) 
有 始 端 加 定 ,其 这 界 条 件 由 (2.7) 式 纵 出 ， 
Itt) = (i 一 1], 1) ( 3. 19) 
终端 可 变 , 存 在 -个 约束 


”| 台 4。 
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的 局 《 一 一 1 ,2 my ( 3， 201 
为 解除 终端 约束 ,引入 rr 个 不 企 活 于 v,, 由 式 (3.20) ,下 式 成 并 ， 


> (ep 0 (3. 21) 


系统 的 状态 方程 假设 为 
:= f(x) 【3. 22) 
如 前 所 广 ,为 解除 状态 方程 对 加 人 和 上) 之 间 的 药 训 . 引 和 共计 
严 量 (4 作为 不 定 汪 于 ,并 二 有 
国 > {fo zdi=0 (3. 23) 


5 :二 1] 


将 式 (3.23), 式 (3,21) 和 和 式 (3.18) 相 如 ;并 进行 类 似 末 前 面 闻 定 终 
哨 问 题 所 作 的 空 换 ,可 得 
T= Pixrtr) F > vp xt) 


dd 
7= 1 


十 [Ca > At di 4 241) 
to, i= | 


上 面 考虑 了 
TxA mt) = Flx,ttst) 十 oe (3. 25) 


7 取 节 人 全 必要 条 件 呈 式 (3.24) 的 可 和 红 丧 可 分 办 
| 
一 Ar 本 


A 一 和 


人 各 一] 


ne oe 二 二 16z 十 本 us]dy = 二 0D 


C220) 
了 
.185 。 
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A| ‘(H IE 3| CH Cr aa Sa]dt 十 


(Hx Al) 一 DNz), At; (3. 27) 
工 -= | 
及 
dd ， 可 四 了 1 4 
MDT: 一] — AD,; Or, = ArT, CO LA 


由 于 引入 了 5 解 队 了 终 病 让 的 个 约束 :由 于 引入 了 六 疆 )， 
解除 了 Ar 和 At 中 的 呈 个 约 果 ,于 是 由 方程 63. 261) 式 和 (3. 25 1 


式 可 得 ， 
中 状态 变量 和 共 态 变 基 4 诬 满 足 的 逢 分 方程 , 即 正 则 方 
程 组 ， 
ai 
) (Ff = 1 2, 1) (3. 28) 
| _8 
-0 
CD 哈密 巾 陋 数 对 控制 变量 wi 取 轰 全 ， 
d=0 Ck = 1 2: 人 (3. 29) 
diiiyn 十 1 维 增 广 状态 空间 的 行 定 和 终端 边界 条 件 为 
pK =D = lr nn) (3. 30) 
Mis) = 2 a 2 C= 92mn) 《3.31) 
2 + > 5 (3. 32) 
iv) 男 是 始 疹 的 边 弄 茶 件 
Tt) = rs 人 二 12 《3. 33) 


式 (3.28) 给 出 了 4 个 xz 和 4 个 的 一 阶 微分 方程 组 ,可 以 解 
出 它们 的 时 间 美 系 zx? (和 大 (9 ,其 中 心 共 包 含 的 2 个 积分 常 
"130 * 
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数 可 由 始 端 边界 条 件 和 终端 边界 条 件 给 出 . 始 嚣 边界 条 件 可 确定 
i 个 积分 常数 ,终端 进 党 条件 此 十 7 十 1 个 方程 可 确定 个 终端 
的 状态 变量 mrr 个 不 定 滋 子 呈 和 禾 端 时间 zy. 式 C3.29) 可 以 确定 
{个 民 优 控制 变量 湾 (. 不 过 ,实际 上 ,CD 入 ( 科 和 wr 0 必须 
由 式 53. 28) 利 式 (3. 29) 联 人 台 起 来 才能 一 起 求 出 . 其 过 程 和 前 而 的 
国定 终 疯 情形 相似 .本 问题 称 为 波 尔 扎 (Holza) 问题. 

有 了 时 六 书写 方便 ,将 分 量 形式 的 方程 (3. 28)-(3. 33) 分 别 写成 


相应 的 隔 重 形 式 : 
3z7 
的 BB (3. 28a) 
> - 之 人 站 
2 
一 | 
本 二 (3. 29a ) 
irr) 一 遇 【人 30a. 
、 本 1， 
Altr) 一 到 十 训 | Up) C3. 31a) 
有， ar 二 
2 于 和 tp) (C3, 32a 
TIL (3. 334) 


上 述 疯 于 状态 向 量 导 数 的 方程 赴 
关于 相应 分 量 求 导数 的 方程 绢 的 
一 种 稀 尼 表示 ， 

全 2 设 有 一 质 基 为 m 的 味 
点, 其 上 作用 善 一 大 小 为 ma 的 排 
力 ,假定 是 米面 运动 ,并 用 一 惯性 
从 标 系 统 x,y 来 定位 ;质点 的 速 
度 分 万 为 uv, 如 图 3-1 所 示 . 更 
需 以 最 之 时间 将 原点 运 至 跑 .x 轴 图 3-] 
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声 且 与 二 轴 和 下行 的 轨 这 . 质 操 的 终 速 为 质 定 值 4 一 局, 求 推 力 广 


向 和 8 的 变化 规律 . 
[ 解 2 原 眠 的 运 劲 方程 十 
1 一 ccDSs 认 CAl) 
=asing (A2) 
二 《总 3) 
Y= CAAA) 
好 图 效 是 
BH=1tAacosp t+ Aasing + dnt A 《上 本 
共 态 万 程 组 大 
4 一 一 人 
人 一 一 ). 
外 
Bl 
WE CAS) 
A, = 【入 7) 
A = {AB) 
= Ct 二 ds (9) 
最 优 控制 视 律 册 35 一 0 确定 ， 
一 2sID 记 二 acos 有 一 站 
月 | 
tang -= 二 二 学 二 (AL0) 
边界 条件 是 
于 (站 ( 记 11) 


一 {Al?) 


”185 * 
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(0 (Al3) 


yt 一 站 (站 14) 
utfy=U (Al1S) 
vt)=0 {AlB) 
(TT) 元 约 来 (点 17) 
3 一 下 《和 18) 
横 堆 条 件 是 
外 了) = y, (Al19} 
ACT) = 风 CA20) 
p00 (A21) 
pt (A22) 
(AQCoOsg | Aasini) r= 1 A231 


分 析 上 述 方 程 ,可 以 发 现 3 个 得 求人 变量 (包括 4 个 状态 当量 ,+ 
个 共 态 变 基 和 一 个 控制 变 其 ) 可 由 4 对 机 则 方程 和 1 个 控制 方程 
岂 定 . 12 个 待 求 参数 (包括 4 对 状 ( 其 ) 态 变量 的 初 值 以 及 vv 4v 
和 工 可 由 边界 条 件 (A11) 一 (A16) 及 CA18) 和 横 截 条 件 (A19) 一 
(A23) 共 计 12 个 代数 方 理 雇 定 . 下面 计 论 求解 过 程 ， 

对 照 方程 (A6) 和 (taA21) ,可知 效 一 0c 一 0 于 是 CA10)? 式 化 
为 

tanB = 1an 记 .一 et ‘A2414) 

式 叶 tan =d dor 

谤 推力 加 速度 e 的 天 小 恒定 , 则 为 了 求解 质点 的 运动 方程 ,可 
依据 式 A24) 确 立 d8 秆 dr 的 关系 ， 


dz: 二 一 了 上 sccz8d8 
于 是 方程 (AL) 一 (Ad) 变 力 
dx = - -sechdp; di! 一 一 sec’BsinBdB 


了 总 由 学 
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dr 一 一 一 usec28d 有 dy 二 一 一 vsec28d 有 


对 上 述 4 式 求 积 分 ,后 漆 为 
EN tan Bo 十 sec ty 


4 一 人 0 多 SS (A25) 
ey 一 一 (secp， — seci) C2 
| a tanjo + secpu 1 
工人 | secB, — secp — tanfdlog a (A27) 
yy = (tanp — tangysect, — tsecp, 
taniy, + secite 
一 secB)tanp 一 log RE (A28) 
再 在 研 究 迪 界 答 件 . 因 wT) 一 1 站, 故 岂 (A2617 忒 到 secp 一 
sec 有 ,于 是 得 
Bs 一 2 一 i (A290) 
由 (CA24) 式 知 eT 二 tan 启 一 tanPy 二 2tanBo, 填 是 
:二 Sn (A30) 


由 方程 (A10) 和 (CA24}) 有 1an8 一 久 / 久 二 tanB 一 ci， 天 应 用 关系 式 
(A30) ,得 知 当 = 了 时 有 

ACTY 一 一 丸 (T)tanps CA31) 
由 于 -一 0, 以 及 方程 (A8)、(A23) 和 (A31) ,推行 


二 (A32) 


HH 


联 立 解 方程 (A30) 一 (A32) 并 考虑 式 (A7) .得 


2sin de A 
= AT) 一 -地 (A33) 
pe CA34) 


» 了 与 全 
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把 5 站 327 趟 中 的 A 二 六、 tant = dd =A /Ad, ,得 ;二 — Sin 和 


于 是 
pr CA35) 
和 a 了 | 
王 面 求 淮 为 方 向 角 呈 和 最 得 时 间 了 . 把 关系 式 (A307 代 人 
(A2?4) 式 ,可 得 
tan8 一 | 1 一 天 |tanp (36) 
xt) 二 .家 由 式 CA25) 和 CA30) 推 知 
"一 . (A37) 
蕊 1。 see 有 十 tang, lo | Cu 学 
2 8 secp, — tang, 3 【4 21 - 
利用 ytT} 一 B, 则 和 出 式 CA28) ,CAA30) 和 C37), 可 得 
1 secp, + tangyg, 
tanitsect, -- ~log < 
4a Ln secp, tang, CAI8) 


7 “| set 六 十 | 


a edi en 


DB Se 有， 一 雪人 总 

分 术 一 下 所 得 续 果 ,可 见 依 据 预 定 的 yC7T)==hyuCT) 二 Uk 
及 已 知 的 推力 吉 速 度 a, 由 (A38) 式 可 确定 高 ,接着 可 由 (A37) 式 
算 册 最 短 时 间 下 ,最 后 肯 由 CA36) 式 算出 每 一 时 刻 的 8 值 ,十 是 推 
力 方 问 角 8 的 变化 规 乱 也 惑 确立 了 了 

在 这 一 二 的 讨论 中 ,我 们 假定 控制 变 基 总 是 不 爱 限 制 的 ， 
实际 上 ,和 在 许多 工程 问题 ,we 的 最 值 是 裤 限 机 在 一 定 的 沁 围 之 
内 的 . 在 这 种 情形 下 , 有 时 就 不 -- 定 能 在 这 个 范围 内 找到 一 组 
utt) 使 六 T= 二 0. 另 一 方面 ,有 时 可 能 存在 不 止 一 组 wt 使 AT = 
0 后面 将 讨论 如 可 处 理 这 类 丫 题 ， 


~ Sd 最 优 状态 调节 器 


经 典 控制 理论 只 磊 及 提 系 统 的 伺服 知性 ,对 于 控制 系统 的 能 


“各 1 。， 
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耗 是 不 作 考 虑 的 .现在 的 训 题 是 能 答应 用 动态 最 优 控制 理论 建 和 
起 这 样 的 系统 ; 它 既 顾及 较 小 能 耗 又 有 较 好 的 和 何 了 服 特性 . 本 节 将 讨 
沦 这 去 的 调节 兹 . 
一 . 汪 次 型 性 能 指标 
1. 性 能 指标 表达 式 ” 设 系 统 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
| ED) 一 种 (的 十 可 (JE 
YY CODE C4. 1) 
式 中 ww) 是 控制 变量 ,表示 六 界 作用 于 系统 的 变量 . 改变 ww(7) 特 
改变 系统 的 状态 轨迹 . 在 最 优 控 和解 理论 中 ,5 不 同 于 经 典 伺 了 服 理 
论 中 的 预期 值 . 为 区 别 起 见 ,将 系统 的 预期 输出 表示 为 z7). 十 是 
朵 出 的 侦 差 量 表 上 民 为 
el1) = Z(t) 一 了 (0 CA. 2) 
假定 我 们 要 研究 的 系统 的 性 能 指标 共有 如 下 形式 ， 


J 了 二 efSer | Ce Ct Ot ec 十 本 (7 本 (Cr dr 


《4. 3) 
式 中 每 项 都 是 二 深 型 .5 浪 (xXn}) 实 对 称 非 负 定 常数 矩阵 . Q0) 
为 (nxn) 实 对 称 太 负 定 秆 阵 ,ROO 为 以 XX 四 实 对 称 正 定 册 人 阵 . 拱 如 
式 (4.3) 的 性 能 指标 称 为 二 次 型 性 能 指标 . 这 种 性 能 指标 是 到 上 自前 
汐止 研究 得 比较 迁 逢 的 一 种 形式 ， 
2. 性 能 指标 的 物理 意 兴 ”积分 号 下 第 一 项 代 衣 局 差 亏 措 郑 
数 , 在 一 - 维 情形 十 特别 当 0 二 1.5 二 0.R 二 0 时 , 式 (4. 3) 归 结 为 


二 z) ea 
这 是 $1 讨论 过 的 经 典 体 服 系统 的 晤 小 偏差 性 能 0 可 以 
看 出 定 阵 旦 (描述 各 种 偏差 分 基 的 权重 . 积分 蕊 下 筑 一 项 证 能 共 
消 示 的 一 种 可 能 描述 ,假定 wt) 在 比 王 电 虹 或 电流 ;由 志 习 ) 比 


"1 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint com cn 和 


本 消耗 功率 . 算 阵 尺 G) 表 了 忒 wt) 各 分 基 对 性 能 指标 的 权重 . 式 
(4. 3) 的 第 一 项 为 突出 终 绒 偏 差 的 要 求 而 引入 的 ， 它 相 当 填 波 汞 扎 
问题 的 鲁 (xy;,t7) 即 
Dx,t) 一 eSe, { 

3， 几 种 特殊 类 型 

1)ztf) 是 指定 的 癌 基 函数 .如果 能 馆 求 出 适当 的 wu (2) 使 式 
(4. 3) 的 为 最 小 . 这 样 的 问题 为 最 优 的 白 动 跟踪 问题 . 如 果 uti) 
代表 功 耗 , 则 为 最 小 功 耗 的 自动 跟踪 问题 . 

《2) 友 z(f) 与 时 间 无 大 , 即 为 党 向 其, 则 和 何 题 归结 为 最 优 给 出 
自动 调节 问题 . 为 简 总 起 见 , 设 z(t) 二 0. 

《3) 如 果 zt2) 一 0 且 CO== 了 网 yy 二 xt) 二 一 el1). 这 样 的 
问题 称 为 最 优 状 态 魏 动 调节 问题 , 这 类 系统 称 为 最 优 状 态 调 六 器 . 
相应 的 性 能 指标 可 以 写成 


i 于 | crx 


2 
4 Ru) dr Cd 3a) 
式 (4.4) 变 为 : 
Dixrstr) 一 FTSr 4. 1a) 
以 下 考 恒 讨论 以 式 (4. 3a) 所 袜 写 的 性 能 指标 下 的 最 优 状态 调 


节 器 问题 ， 
二 .最 优 状态 调节 器 的 一 般 理论 
1. 基本 方程 ”为 简 北 讨论 ,假定 终端 时 间 是 固定 的 , 妈 1;= 
常 基 ,并 日 
Xit) = 3 (1.3) 


系统 的 哈密 顿 为 
fei 二 [CxrOx 十 wR 二 MAxr + NHu (4.6) 


“ [93s 
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式 中 xz 人 ,及 ,4 有 部 是 :的 鸡 数 ,为 滑 化 书写 部 省 略 了 . 系统 


的 正则 方程 为 
i COx 十 ATA) (4 7 
t= = Axr+ Bu { 二. 咏 ) 
控制 方程 为 
3 网 
一 (C4,.9) 
因为 R 为 正定 窍 阵 ,R :存在 ,所 以 有 
uu 二 — R 1B'A 4 10) 
2. 黎 卡 握 型 方程 ”将 式 6d4. 10) 代 入 方程 (4.8) 有 
T= Ar — BR -BA C4,11) 
而 式 (4. 了) 刚 可 写成 
A=— 4A Qx C4. 12) 


原则 上 ,由 方程 (4.11) 和 4.12) 可 以 直接 解 出 xtr} 和 A(t).， 
但 是 无 论 基 方程 (4.117 还 是 (4. 12) 都 表示 共 态 向 最 A0 和 状态 
向 量 xt) 之 问 存 在 某 种 线性 尖 系 . 假定 这 种 关系 表现 为 :Att) 可 以 
就 (中 写 H ,比如 
Art} = Prtixt(r) ‘4, 13, 
那么 只 要 将 上 式 代 六 式 (4. 11) 就 可 得 到 一 个 兵 售 状态 回 量 x 0) 
及 其 导数 x 的 状 访 方程 , 内 此 ,如 果 式 (4.13) 存 在 ;问题 的 求解 
就 可 简化 . 
进一步 的 工作 是 假定 式 (4.13) 在 在 时 ,如 何 确定 其 系数 窍 阵 
P Ci) ,显然 ,POD 是 (rxXn) 霹 阵 . 将 式 (4.13) 代 入 (4.12), 并 著 虑 
(4 11) 可知 PO 诺 注 足 如 目 方 程 : 
Pom=— PA— AP-+ PBR AIBP—0Q (Cd. 141 
这 个 方程 属于 黎 卡 提 (Riccat) 型 方程 . 
方程 (4.14) 是 : 阶 微分 方程 ,需要 确定 一 个 积分 贡 数 下 阵 . 想 


= dd 
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据 针 3 中 没 尔 所 问题 的 模 截 条件 ,并 注 总 式 (4. 4a), 有 


aP 
A, 二 ee SX (41.15) 

上 是 有 
Pit:) 一 一 二 {4， 16) 


. 允 卡 提 型 方程 的 解 ” 获 卡 提 型 方程 (4.14) 是 个 韭 线 性 
本 只 说 在 非常 简单 的 馆 形 下 才 有 解析 解 . 
不 难 证 明 ,能 拭 阵 了 P(t) 是 一 个 实 对 称 短 阵 . 注意 到 :是 一 六 和 
二 .有 
Pr 一 一 AP'— PAT+PBR BP —O (4.17) 
对 比 式 (4.172 和 式 (4.14),P 与 P 满足 同样 的 方程 .并 有 旦 由 上 二 
二 $5; 由 式 (4.16) 可 得 天 人) 一 Pr 因此 有 
PIT) = PU) 《条 18) 


和 由 池 可 有 LP 只 含有 六 xz(2- 上 1) 个 独立 元 村 ， 为 确定 斯 阵 了 P 


it) .只 高 求 解 相应 的 nt 上 -由 个 标量 方程 . 

在 般 靖 况 下 , 式 (4. 14? 需 由 数字 计算 机 求解 .由 于 终端 局 
中 ,求解 过 程 由 歼 端 时 间 4 向 前 递 推 ,方程 (4.14) 可 以 近似 地 化 
或 羔 分 瞩 程 


[PICr) 一 -有 -一 -A 
A 


0 POOBOOR AB epPei)y-. Qf) 


— PaiAt) -~ A (CHIPC) 


Per -Ai} = Po) 4- ACPOIAGD)Y + A CNPU) 
PIOBOOR TOOB ODP) - O01)) (| La 
这 样 就 枉 凡 从 + 二 tr 开始 把 以 前 各 个 时 刻 的 PB 全 部 地 推 出 
来 . ai 浆 计 算 时 的 旺 则 增 事 .一 般 地 说 A 到 得 越 小 ,i 和 介 结 玉 越 
粮 确 :但是 计算 工作 什 也 越 太 ， 
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1， 最 优 状态 调节 器 的 构成 ”和 矩阵 PC 一 经 解 出 , 妇 据 式 
.103 计 可 以 求 得 最 优 竹 制 号 状态 回 昔 的 关系 式 为 


一 一 
或 写成 
Ht) = Kf)xLt) 《本立 站 ) 
式 中 
Ki = RB (YP) (4.21) 
将 式 54. 20) 代 回 到 状态 方程 (4.8) 有 
TE) = ACOIX) 十 可 他 大 人) (dd, 2 


式 中 Pt) 满足 方程 
《4,. 14). 这 样 构成 的 系统 
能 够 同时 顾及 到 最 小 功 
耗 ( 或 者 别 的 性 能 最 优 ) 
和 最 小 偏差 . 通常 将 这 样 
的 系统 称 为 最 优 状 态 调 
节 栈 ,或 状态 反馈 调节 
如 . 它 的 方块 图 ,如 图 4-1 
所 示 . 

[ 例 ] 议 系统 的 状态 方 和 在 为 


1 
人 
(A1) 


工 (机 = Xo 


性 能 指标 为 
了 二 二 十 二 | C2 二 (A2) 


试 求 : 该 系统 的 最 优 状态 调节 器 的 参数 . 
[和解] 根据 题 襄 ,有 


"1d6 " 
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A-— 1, B=], 0=—=2, R=l]l CA3) 


2 
于 是 歼 卡 所 型 方程 可 写成 
和 _ ee | | i . 
Pp | CA4) 
dlP > 
Te 33 dt 
| 1 
[TI [> 
融 
-1 pa | . 
天 本 十 7 tanh| 3 十 (上访 5) 


这 样 ,根据 终端 条 件 占 可 确定 上 ,从 而 确定 P. 例如 : 
(1) 设 刀 一 1 一 0 于 是 Pi1) 二 0: 代 入 (45) 得 #1.8， 这 时 
线性 状态 调节 带 的 参数 为 


1 ，3 
B= 这 tanb| ek 3] CAG) 
i i | 
GD) 一 一 RBTP 一 一 PG) = 2 tanh| 十 1. 8| 
(CAT 
由 于 假定 $= 二 9, 最终 时 间 不 需 特别 重视 . 系统 最 后 赵 于 稳 态 ,参数 


KK 趋 于 一 1. 
(2) 设 t 二 10,5 二 10, 则 P00) = 二 $= 10, 于 是 上 一 15. 1. 并 
KR) 一 一 下 (10)7 = 一 10, 以 及 
x(t) = iQrttr) (AS) 


PGY 一 一 过 FtanhCyt a (AQ) 


以 上 说 明 调 节 器 的 参数 是 可 阅 的 . 当 满 足 规定 的 要 求 时 ,系统 


a 
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实现 最 优 调节 . 
35 动态 规划 和 最 小 值 原理 


动态 魏 划 法 起 美工 他 省 由 不 归 tPBellman) 在 二 十 全 和 代 提 出 来 
的 ; 它 与 最 小 供 原 型 一 样 ,是 处 理 控 制 变 其 限制 在 … 定 闭 集 向 的 最 
伏 控制 问题 的 有 效 数 学 方法 . 它 把 复杂 的 最 优 控 制 问 题 襟 为 多 级 
决策 过 程 的 递 推 鲨 数 拓 系 , 这 种 多 级 决策 过 程 称 为 动态 规划 .下面 
先 讨 论 动态 贡 电 的 基 车 竹 念 ,而 后 讨论 管 样 利 马 动态 规划 法 求解 
决 最 优 控制 阅 题 . 

一 ,最 短路 径 的 条 级 决 策 问 题 

动态 规划 是 解决 光 级 决策 过 程 最 优化 的 :种 数学 六 法 . 所 请 
多 级 决策 过程 ,是 指 把 - :个 过 程 分 成 知 干 个 阶段 ,而 每 -个 阶段 郁 
需 作 出 决策 .以 便 使 整个 过 程 取 得 最 优 的 效果 ,最 得 路径 阿 题 几 足 
动态 规划 多 级 诀 党 讨 程 的 一 个 实例 ， 

假设 有 如 图 5 1 所 示 的 踏 线 ,我 们 队 A 地表 请 地 ,要 求 选 泽 
-- 条 路 程 最 短 的 线路 . 各 弛 之 间 的 中 高 已 用 数字 标注 在 图 币 , 册 4 
天 请 级 (CB,B.,By) ;条 红 选择 一 条 路 线 , 合 得 两 地 之 间 尹 程 最 短 ， 
这 称 为 -一 级 决策 过 各 ;双人 了 从 旦 级 (BB Bi 到 CC 级 (OC,.C;) 选 
树 一 条 路 线 召 -=C ,使 得 A 一 BC 的 踏 程 为 最 租 , 这 称 为 级 天 
策 过 程 ;从 CC 一 D 也 此 选择 -~ 和 茶 距 线 ,4B 一 CC 一 也 使 这 成 电线 的 
路 程 为 最 十 ,这 称 为 一 级 决策 过 程 : 依 次 类 推 ,从 A-> 是 左 线 决 
策 过 程 , 现 在 要 选择 ~ 鳞 踏 线 ; 使 得 3 到 下 的 路 程 为 联 租 , 化 癌 、 
C.D 和 万 各 点 上 ; 事 有 几 促 可 能 选择 的 方案 ,例如 ,从 4 至 ,就 
是 A>Bi,A>Biy AirBiy 人 人 B=( ,有 BC BrC, BC :B. 
-> 

到 淮 规 划 的 基本 思想 是 ,不 管 初始 状态 荐 什么 ;于 作 的 第 一 
决策 必须 使 所 形成 的 状 ; 态 相 其 证 的 所 有 站 策 一 起 组 成 一 个 最 优 


"IN 
1 
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图 5-1 最 短 政 线 问 题 


策略 . 
假如 其 体 决 策 过 程 从 第 一 级 开始 ,由 十 不 了 解 其 后 的 全 部 决 
策 效果 ,很 难 斯 定 所 作 的 决策 能 否 形 成 最 优 的 策略 , 如 果 反 过 来 ， 
从 最 后 一 级 开始 同 前 如 推 , 就 能 有 根据 地 决定 及 作 的 决策 荐 否 会 
形成 量 优 的 策略 - 现 以 最 短路 问题 为 例 作 具体 说 明 . 
为 了 便于 分 析 , 我 们 引进 几 个 符号 , 设 上 表示 由 某 点 到 终点 之 
间 的 级 数 , 例 如 ;从 CC 到 下 ,二 3, 是 三 级 决策 过 程 ,所 以 上 称 为 多 
级 决策 过程 的 级 数 , 令 工 表 示 在 任 一 级 决策 所 椒 的 位 置 , 称 为 状 
态 变 量 , 令 (zr) 表示 第 级 决策 有 所 形 或 的 状态 称 为 决策 变量 . 策 
略 是 指 各 个 阶段 的 决策 所 组 成 的 集合 . 设 WCr) 表 示 由 状态 到 
六 点 下 的 让 级 这 程 的 最 短路 程 ; 令 QCry) 表 水 点 到 6 的 距离. 
现在 我 们 从 最 后 一 级 开始 计算 . 丈 , (Ei) 表示 由 Ei 到 六 的 最 
短 距 离 . 由 图 5-1 可 条, 一 1 同 理 ,W(tEs)= 二 2, 现在 骨 计 算 
最 后 一 级 ,=-2, 愉 姜 ;出发 .是 以 有 两 种 路 线 选 择 方案 :是 参 过 
五 | , 另 一 是 经 过 五 ,所 这 
[dD ED 十 本 1 
人 ai 2 + WE,) | 
0 和 站 
| 
* 1] * 
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这 说 明 , 由 万 ,至 终点 才 的 最 短路 程 为 14. 其 路 线 呈 万, 一 已 ;一 已 .要 
详 的 决 蛇 变 量 为 55D1) = 一 二 2 问 理 
‘dD, ED) + WCE)) 
a FE 
PR 
IE 
这 说 明 ,由 石 : 到 终点 下 的 最 短路 程 为 了 ,路 线 是 站,- > 五 | 一己 ， 
相 诺 的 诀 策 变量 总 (一 五 -加 理 ,TD 一 ?最 得 路 线 力 万 > 
Es 一 下 ,相应 的 决策 变量 为 所 (PN) 一 瑟 
我 们 再 看 下 = 二 3 的 情况 . 起 点 可 以 是 上 Ce 或 后 对 十 训 治 
RE Jd(C ,D1) 十 WCD,) 
iatC) =min > 
[dC Do + W(tD,), 


W(t) = 


相应 的 决策 变 苗 01) 一 DD 二 式 表 示 由 上 出发, 路线 可 有 了 辣 种 
选择 ;一 是 经 过 让; 男 一 是 经 过 D,. 如 果 选 样 五 , 则 以 后 显然 选择 
由 万, 到 天 的 最 年 路 线 : 如 果 选 拌 忆 则 以 后 必然 选择 下 D, 到 下 
的 最 蝎 路 线 . 然后 册 在 油 亲 中 线 中 选择 一 菜 最 短 的 . 即 全 一 六 一 
,下 , 同 理 , 如 果 从 CC; 出 发, 这 时 有 三 种 选择 ， 
dO, ,DT 十 WD) 
WC,) We 十 本 :CD 
le (Da + WDs) | 
‘8 十 和 i 
人 
| 和 
所 以 ,出台 到 己 的 最 短 政 线 是 愉 Cs 一 万 :一 瑟 一 下 ,最 短路 程 
为 11, 胡 诬 的 决策 变量 总 6 一 已 癌 理 ,下 :CC 一 8 相应 的 决策 
看 量 f(t,) 一 万 |- 


" 2200 * 
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对 于 业 一 4 的 情况 ,同样 可 得 
WCB) 一 14 
WB,) 一 9 
WCB,) 一 12 
相应 有 的 决 沉 变 措 为 
BY 
上 (二 人 
RE 
最 后 ,对 于 上 一 3 出 发 点 上 有 4 
| 十 we 
W(tA) =mind(A,B,) + WB,): 
beeps 于 | 
3 一 14 
nin 5 二 9 > 二 14 
41 | 
相应 的 决策 变 证 各 CD 一 Bi, 所 以 ,最 短路 线 为 
A 
已 交 路 程 为 141. 
休 析 以 上 的 数字 例子 可 知 , 一 个 级 最 优 决 策 过 程 ( 例 如 从 AA 
玉 下 的 Wst 有 24) ,不 管 第 一 级 决策 和 如何 (例如 5&0) = Bi, BB;}， 
其 全 让- 1 级 决策 这 程 ( 例 如 从 B -rz 下) ,至 少 必 有 贷 依 据 第 -一 级 岂 策 
所 形成 的 状 念 《例如 Bi;Bs.B4) 组 成 个 有 一 1 级 最 优 决策 过程 
(从 如 WCBD .WCB WtB30). 在 此 基础 上 . 再 选择 第 -一 弘 决 
训 5 例 贿选 择 各 (40 一品 使 总 的 N 级 计策 过 程 为 最 优 ( 例 如 获得 
最 小 的 W040)). 
上 上 述 各 级 况 迷 过 程 所 应 用 的 递 挫 关 系 为 : 
; W(tr) = min{d[zr,& [二 WW, [ee 


4 
| WC = der, FE) 
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式 (5.1) 在 动态 规划 中 称 为 范 数 方程 , 当选 择 第 一 个 决 芝 人 tx) 
时 , 它 有 黄种 影响 :其 一 是 直接 凡响 第 级 的 距离 df 和 tr ;其 
一 基 影 响 后 而 全 一 1 级 决策 的 初始 状态 ,因而 也 形 啊 到 后 面 的 ( 
一 1 级 的 最 短路 得 . 最 优 策略 的 选择 应 统一 考虑 这 项 省 的 总 黎 果 . 
因此 ,动态 规划 方法 是 把 . : 复 荣 的 多 级 次 策 过 程 失 有 绩 为 一 个 
从 后 向 前 递 推 的 单 级 决策 过 程 . 它 要 求 每 一 个 单 级 决策 使 得 所 得 
至 的 后 级 状态 和 其 后 的 折 有 决策 形成 最 优 的 策 困 . 
二 .内 尔 量 方程 
现在 下 握 前面 讨论 的 动态 规划 基本 思想 米 研 究 x 十 1 维 增 广 
状态 空间 的 最 优 路 径 问 题 . 假定 最 优化 的 性 能 指标 是 
了 二 | FG)dt (5. 2) 


式 中 因 是 始 端 时 间 , 是 终端 时 间 . 相应 的 始 端 状 态 变 世 和 终端 
状态 变 基 分 别 给 定 为 mm 和 rr* 于 是 与 成 分 量 形式 的 边界 条件 下 别 


为 
人 (一 【5. 3) 
X(t) = ry (Ff = 1 2 i) (C5, 4) 
在 仍然 假定 状态 方程 给 定 为 
而 三 让 (Ce (2 (C5,5) 


的 情形 下 ,讨论 通过 改变 7 维 控制 变量 Capa2,… ,tw) (有 输入 向 基 
zu) 使 状态 轴 迹 为 最 优 轨迹 . 沿 着 这 样 欧 轨迹 积分 式 55. 2) ,性 能 指 
标 J 到 得 最 小 值 .不 过 在 这 里 假定 at) 移 各 个 分 量 的 取 值 局限 
笛 在 一 定 花 国之 内 , 即 


HI E02 (5. 各] 
因此 间 题 叫 结 为 在 式 (5.5) 和 {5. 6) 的 约束 茶 件 下 求实 现 
这” 二 min| Fort)ds to. 7 


的 最 优 路 径 和 控制 当世: 
:202 。 
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二; uu (£) ‘5, BB) 
再 在 考虑 按照 式 (5. 1 所 表达 的 演 排 关系 来 讨论 一 1 维 增 广 
状态 空间 隐 最 优 路 径 问 题 . 两 音 的 对 应 关东 如下: 
式 565.1) 中 的 环 , 对 应 十 本 问题 的 最 优 忻 能 指标 ; 
式 人 .1) 中 的 二 ,对 应 十 增 广 状态 室 问 的 坐标 (r,2; 
式 (5.1) 中 的 决策 所 撒 成 的 状态 名 (x) :对 应 十 邻近 时 刻 : | 
At 时 在 最 优 安 迹 虐 增 广 闫 态 空间 的 一 个 点 (x | Ar | At) 
央 策 的 动因 ;在 本 问题 中 就 是 改 厨 &gw 伍 状态 思 迹 为 最 优 . 
式 (5. 二 中 的 dix, 名 (x7) 对 应 十 
AT' = | Farm td (5. 9) 


可 时 还 应 碗 明 ,Wi(x) 是 指 在 第 大 级 决 案 时 x 到 的 最 咎 由 杏 , 注 
意 腹 信 被 定义 为 展 生 路程; 计 E 对 应 于 每 个 xX; 最 短路 径 都 是 确 
定 的 .因此 ,每 个 x 对 应 有 -- 个 确定 的 玉 值 , 矿 也 就 成 了 x 的 通 
数 , 癌 样 对 十 了 ,由 十 是 最 优 性 能 指标 ;我 们 也 假定 它 是 沿 增 1 状 
态 宇 加 内 最 优 四 征 的 积分 , 如 果 维 纪 给 自 , 此 叉 是 怒 呐 人 誉 标的 葫 
直 [. 

于 是 按照 动态 胡 划 的 基本 思想 ,有 下 面 的 也 数 关 系 

eh min | Frade 十 {XT 十 万 ,ft 十 Az) | 


《站 
和 式 (5. 1 相对 应 , 忒 55.10) 右 按 天 拓 寻 贞 第 一 项 近似 为 
Pr | 3 
| Fx td a FOxH A . {5.11) 
特 式 (5.10) 有 访 第 二 项 按 玉 勒 级 数 展 开 , 得 
。 、 六 
-上 > BT 
z ， (5. 12) 
* A LL ECAFY? 
"3 
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由 于 tx 十 Ax ,i 十 A 相当 于 Cx,1) 的 下 一 级 钧 决策 变 计 ,其 取 值 , 相 
握 状 态 方 程 (5. 5) ,和 将 按 at0 的 变化 而 定 . 因此 

A = 5. ]3) 
考 虚 上 式 后 :将 式 (5.11) 和 式 (5.12) 代 入 式 (5.10) 可 得 


时 | = a I 
Tl) = min| (Fett) 十 3 3 Kt) | 


a 
x 


F 式 右边 大 撕 苇 中 的 了 和 守 At 与 MD 的 选取 无 天, 可 提出 取 最 


小 值 的 符号 之 外 . 于 是 当 A 一 0 时, 式 (5. 14) 的 极限 变 为 
a 
于 


At 十” + lar)?| 5, 14) 


+ i "i 
min FPO) t+ 2 Bf 2) 


(5,15) 
这 就 是 著名 的 贝尔 墅 方程 . 
将 式 55.15)? 右 按 和 式 人 3.8)? 所 表示 的 哈密 顿 函 数 


Hx MAA) = Fat) + PNAxrast) (5.16) 
i -1 


作 一 比较 ,就 可 发 现 , 式 (5. 15》 右 边 大 括 导 内 的 表达 式 可 用 哈 黎 顿 


- 函数 来 写成 ,只 要 作 如 下 代 换 : 
N= C1,2,%,n) (5.17) 
这 时 式 !5.15)? 可 以 写成 
一 2 一 minH| x, sft «5.18) 
由 此 可 见 ,只 要 能 写 出 哈密 顿 削 数 ,就 可 写 出 凡 尔 慨 方程 . 
方程 (5. 18}) 含 有 两 层 意 思 ; 
《1 ) 通 过 对 方程 右边 求 最 小 值 ， 
n| x 一 min C5. 19) 


* 204 * 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint,com,cn 


可 以 确 是 下 
(2 一 由 做 确定 ,并 代入 哈密 顿 汕 数 的 表达 式 , 就 打 


六 Ar , | 加 是 A | | . 
| -| 全 WE {5, 20) 
十 是 必 尔 曼 方 程 变 为 
HD ,| 
~ H| x, 1 (5. 21) 
或 
AX 


有 Sn 
和 2 


三 、 最 小 值 原 理 
假定 Jtx,t) 是 页 尔 曼 方程 (5. 22) 的 解 , 于 是 可 以 反 过 来 由 代 
换 关 系 式 465. 177 定 浆 一 组 新 的 变量 ， 


al 
式 (5. 20) 可 以 表示 为 
HlxAN' 一 minH {x,A,n,t) 5, 24) 
ot 


现在 来 证 明 由 式 (5. 23) 所 定义 的 变量 A 满足 正则 方程 的 区 态 
方程 . 将 式 (5. 23? 两 边 对 上 求 导 数 , 有 


,day) 

人 tr 一 1 (局 . 25 
上 和 式 右 边关 于 时 间 上 的 全 导数 是 在 增 广 状态 空间 中 沿 着 状态 轨迹 
进行 的 .于 是 
Re = 》 + ee Ci ~ ,2.1) 


《5. 26» 
由 于 Jtx ,办 是 贝尔 曼 方 程 (5. 22) 的 解 ,将 式 (5.22) 两 边 对 z; 求 偏 
导数 ,并 假定 wt) 已 经 取 最 优 值 #* (4) ,于 是 
* 205 。 
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FI (RAY A xu ,ft) A 了 六 人 
Ar., rr, Ar, dz., | A 二 
‘I, 
性 式 (5. 2 让 代 人 式 (5. 28) 得 
dR A 
tl A 一 以 


注意 到 式 (5. 23) .上 式 占 边 除去 负 号 .就 是 蛤 密 顿 正则 方程 意义 下 
的 如 对 的 慷 导数 , 考 虚 式 (5.25), 有 
四 
dr, 
以 上 我 们 广 明 了 ,得 式 (5.23) 所 定 关 的 A 和 正则 方程 意 六 下 的 共 
访 变 其 是 一 到 的 . 
同样 ,状态 方程 不 礁 写 成 
。 岂 8 
Nn 
我 们 指出 , 式 (5. 28) 和 (5.29) 中 的 哈密 顿 畏 数 玉 所 含 的 控制 
康 便 庙 当 导 最 优 的 如 ;如 式 (5.24) 所 规定 的 , 如 时 将 污 (5. 28)， 
C5.29) 和 (C5, 24) 联 合 起 来 .就 得 到 了 w€ 旭 的 帝制 条 件 下 合 性 能 
指标 65. 2) 式 取 小 值 的 必要 条 件 : 


中: 一 oe 中 7 28) 


A 


Cr 2 | We 5, 20) 


到 了 
41= z / 
(tf 一 2] £5.30) 
Al 
“A 
和 
HH=~=mnDtr,An.r) (5,31 


hE 
这 样 ; 李 加 上 wn-|1 维 增 i 状态 宇 间 的 边 寞 笨 件 一 虑 训 可 以 有 效 地 
解决 ai 和 有 时 的 动态 最 优 控制 同 题 . 
半空 上 ,方程 (5. 30) 和 (5.31) 是 斋 德 里 亚 爹 和 肥 光 遂 过 变 分 原 
理 求 出 玉 的 . 这 一 组 许 程 和 $3 所 讨论 的 不 受 限 制 的 动态 最 优 控 


ts 
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制 相 比较 ,主要 区 别 在于 式 (5. 3 和 式 (3,29) 之 间 . 式 45.31) 是 
互 关于 上 在 某 个 于 集 呈 中 取 最 小 值 的 表达 式 ,而 式 (3. 29) 足 五 
基于 站 取 轰 生 5 严格 地 应 为 取 极 小 恒 )? 的 未 达 式 . 当 站 只 能 在 某 个 
有 限 的 集 人 台 吕 中 取 值 时 ,不 : -证 存 在 使 五 取 极 值 的 点 .有 时 虽然 
存在 检点 .全 玉 在 这 一 点 所 取得 的 极 小 值 不 - 定 是 整个 集合 上 Q 
中 的 最 小 值 - 在 这 两 种 情形 下 ,只 能 取 吕 的 某 个 边界 值 , 才 能 使 
相应 的 五 值 满足 式 (5. 31). 在 一 维 情形 下 可 以 直观 地 表示 为 图 5- 
2Ca),5-2Cb). 只 当 极 点 存在 ,并 其 相应 的 如 但 ( 极 小 值 ) 又 征 旭 内 
的 最 小 值 ,本 问题 的 & 才 位 于 极点 位 置 ,如 图 5-2Ce). 式 (5. 31) 和 
(5. 30) 所 表示 的 在 荣 个 闭 集中 实现 最 优 控制 的 条 件 , 称 为 庆 德 里 
亚 金 最 小 值 兰 理 `. 


i H 


‘a) tb? (ey 
图 5-3 最 优 控 制 安 量 的 确定 
对 于 波 尔 扎 问题 ,性 能 指标 为 


二 多 (xi ,tr) 十 | Fra)dt 5. 32) 
应 满足 的 册 界 条 件 和 各 横 堆 条件 次 

了 — i {Ff = ] 2) (oO,. 3032 

Xrst) 一 人 必 时] 一 ler { 3. 231) 


Tr 


* 比 畔 严 榜 的 让 册 可 知 震 秦 存 康 , 光 正方 灵秀 惰 榨 制 了 电子 上 业 出 昭 社 ,北京 ， 
C84Cp43). 
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3 -4 A 、 ， 
Se 2 Ee (i = 2) (9 35 


pA 3 + > (5. 36) 


可 以 看 出 式 55. 33) 一 {5. 36) 和 式 (3. 30) 一 (3. 33) 一 致 ， 

[ 例 1J 最 速 下 降 河 是 . 

设 有 一 升降 机 WA 如 图 5-3 所 j。 为 简 
单 起 见 , 其 克基 假定 为 1), 在 重 肖 上 和 天 或 下 
降 的 过 程 中 ,一 方面 党 再 力 gg 作用 ; 寺 一 方 
加 受 控 制 余 的 作用 力 ut 作用 ,并 假定 a 
(所 民 . 在 开始 时 刻 升降 机 高地 亢 高 度 为 
2 和 王 直 运动 的 速度 为 吉 , 试 求 控制 器 的 某 
一 秆 用 方式 zt 使 升降 机 能 最 快 下 降 到 地 
面 ,并 使 到 这 地 面 时 的 速度 为 天 

[人 解 ] 磊 以 x 表示 升降 机 的 高 度 . 取 作用 
下 芭 人 9 癌 王 为 正 . 这 时 升降 机 的 动 万 学 方程 
本 


ug 
初始 茶 件 为 x 人) 二 (00) 二 局 ; 雍 问 条 件 为 全) 二 0,2(4y) 一 习 . 
显然 ; 代 器 时 到 在 本 问题 中 征 行 定 的 . 
为 了 将 运 动 上 方程 化 为 状态 方程 的 形式 , 令 阅 二 zy 一 开 ， 于 二 


可 得 
| i = XD) = 
Xs ut 一 和 TO) = ‘Al) 
终端 条 件 为 
TH) 一 Tt CA2) 
性 人 能 指标 根据 要 求 应 有 取 
* 20B* 
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一 | 一 Fy (A3) 
对 应 的 险 密 顿 浙 数 即 为 
H=1+ ir 二 +itw—g) (A1) 
出 [4 叮 庆 ,如 是 的 线性 丙 数 ,为 了 使 形 tw) 达 到 最 小 ;必须 要 
ut) Oo SgnA, Ct)) AD) 
这 里 ,符号 琐 数 定 交 为 
sgENn[LA,Ct)] 一 


当 XA) < CA6) 
、 不定。 当 加 (f) 一 
这 时 ,哈密 顿 函 数 的 最 小 值 为 


| 十 1 当 tt) 0 
] 1 


Ee | (AT) 
将 五 代入 正则 方程 组 中 ,由 共 意 方程 有 
Ee 
To CAS) 
求解 方程 (A8), 得 到 
| A (Ff) = el 
1 Wt (CAI) 


由 此 语 见 ,为 作为 1 的 线性 硝 数 ,最 多 改变 - -次 罕 号 . 因此 zt) 的 
符号 也 最 多 改变 -- 次 :由 一 到 变 为 十 久 ,或 由 十 下 变 为 一 天 ,或 者 
始终 保持 十 下 或 -下 不 变 . 于 是 , 问 鹏 的 焦点 最 后 祭 中 到 ”的 
符 寻 应 该 怎样 确定 上 来 . 

住 如 二 一 cl 十 性 这 9 的 时 和 间 区 间 上," (二 一 天 . 入 时 状态 方 
程 变 为 


此 方程 的 解 为 
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rs = (K+ gt+D, 


= FCK EE 


经 请 去 1 后 ,状态 轴线 族 为 


T2 


ei Ri+D (A10) 
在 相 平 面 5( 一 维 状态 空 它 是 … 旋 抛物线 (如 图 5-4 灾 线 所 
示 其 入 站 为 者 变量 的 这 0 在 这 旅 抛物 线 中 ,只 有 有 一 光 掀 
元 5 
ER i 
能 到达 平衡 伍 崇 0. 也 惑 中 
j 郧 ， 2 人 时 , 殷 有 在 ye > | 4 
i 上 的 点 ;才能 揪 达 tty) i a 站 
i 1 | / 1 / 1 
同 理 , 在 A | 加 
二 0 的 时 间 区 间 FuO= AAA WA 
天 . 这 时 状态 方程 为 人 
| TT: OX; | 
| 7 二 大 一 品 
从 它 的 解 能 得 出 另外 - 旅 
抛物 线 { 如 图 5-4 虚线 所 
寺 ) 
二 ] 一 5 ee E 十 DD CA ] ) 
其 中 能 抵达 平衡 基态 的 - -上 挑 物 比 是 
tf, XT = 2 | Ta 人 0 
将 曲线 i_ 和 i_ 合 并 成 一 亲 曲 线 ; 记 为 2. 即 
ss 
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1 | 0 时 
{Al2) 


“一 


pe Kg2) 
|- 要 当 rs 袜 0 时 

曲线 ?将 相 平面 分 成 两 部 分 ,在 曲线 /的 上 半 站 面 记 为 (包括 
曲线 1 ) ,在 曲线 i? 的 下 半 平 面 记 为 L. (包括 曲线 17), 由 于 最 优 
控制 w* (0) 只 直下 或 一 久 , 综 合 上 在 讨论 可 知 ， 

(1) 当 初始 状 态 x 二 Criyx2) 愉 好 落 在 1 (或 1_-) 上 时 ,最 优 控 
制服 信 为 a* (0) 二 及 (就 一 尺 ), 它 所 对 应 的 状态 将 语 善 久 (或 人 ) 
运 到 这 平衡 位 备 0. 

《2) 当 初始 状态 zeE 工 -而 mmEL 时 ,最 优 控 制 丁 始 阶 段 取 
"(1) 二 一 下 ,与 之 对 应 的 状态 沿 着 图 3-5 中 的 实 扫 物 线 运动 * 上 月 
至 条 达 曲线 上 时 ,最 优 控 制 马 下 切 所 成 门 二 站 ,然后 ,状态 洛 
,到 这 平衡 位 关 0. 

(3) 当 初始 状 态 x ELi;: 但 六 es 


mmEE 时 , 肾 儿 本 阐 最 初 取 于 Q 
(0) 二 KK, 枚 应 的 状态 沿 着 图 5-5 AN 
中 的 虚 抛 物 线 运 动 , 直 到 与 邮 线 本 
/相交 时 ,最 优 控制 立即 切换 成 。 
wu" (2) 二 一 上 ,然后 ,状态 沿江 到 AN 
达 平 衡 位 置 0. 二 
(4) 当 到 这 平衡 位 置 时 ,应 t=+W) 小 
取 :> (tt) 三 0, 使 状态 继续 保持 在 
茸 衡 位 置 上. 
对 天 情形 (1), 最 优 控 制 取 i 
值 不 必 切 换 ; 对 于 (2),(3) 两 种 情形 ,最 优 控制 在 状态 到 达 曲 线 ! 
时 切换 一 次 , 因此 ,曲线 上 称 为 切换 曲线 (或 床 开 关 曲 线 )- 这 种 形 


" 211 血 
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式 的 最 优 控制 {( 称 并 闫 控制 ?也 可 特 作 状态 的 友 馈 : 
na 当 疡 工 . 晶 上 
rt" tt 一 1- 二 (Al13) 

上 而 的 征 论 , 速 粹 山 ee 上 更 短 虑 ,事实 土 ,实际 堂皇 对 等 
必须 在 邮 面 之 上 , 即 须 避 持 裤 衬 0 在 相 平 面 上 的 状态 位 轩 处 于 右 
半 平 而 ), 如 果 在 上 面 所 列 的 第 (3) 种 情形 ,状态 沿 惠 扫 物 线 运 动 ， 
必 将 与 + 二 0 轴 胃 站 十 尺 上 志 (N 关 0). 这 就 意味 着 升降 机 已 人 独 达 
地 面 ; 但 速 硅 不 为 零 . 也 就 是 滴 , 兴 x 万世 | 时 ;由于 同 下 的 初速 嵌 
太 大 ,这 时 即使 以 最 太 推 方向 上 作用 ,也 不 可 能 使 天 降 机 到 这 起 耐 
时 速度 为 本. 在 这 种 情 帝 下 ,对 莹 实际 上 是 不 可 控制 的 . 

对 于 第 C2) 种 情况 ;x 三 工 :0 一 一 天 ,表示 开始 时 以 最 大 
推力 向 下 作用 , 便 之 尽快 下 降 : 当 办 测 到 状态 xb 满足 站 的 方程 
时 , 则 马上 改变 控制 ,使 它 以 最 太 挫 万 向 上 作用 ,如 取 z (9 一 天 ， 
直至 以 速度 为 零 到 这 地 向 . 当 刘 达 好 面 时 , 诬 立 即将 (2 切换 为 
0: 和 否则 升降 机 糙 在 上 这 正 向 推 方 作 用 下 立即 凡 地 上 升 . 

及 上 而 例子 可 以 在 出 ,快速 最 优 控制 具有 如 下 特点 : 

(最 佐 控 制 要 么 取 节 大 允许 值 , 要 么 取 最 小 多 评 恒 : 

(ii 最 优 控 制 的 取 值 经 右 限 次 可 换 , 其 状态 可 达到 平衡 位 百 ; 

6iii) 最 优 控 几 的 切换 ,有 发生 在 相 空 间 中 的 茶 一 开关 面 4《 线 ) 三 . 

一 般 来 说 ,这 些 特点 对 十 线性 系统 的 最小 时 间 探 制 部 是 具备 
的 . 解雇 这 类 问题 的 关键 ,在 于 开关 面 !{ 线 ) 的 获得 ,利用 和 开关 面 
( 线 ) 将 状态 空间 分 割 成 若干 部 分 ,并 确定 在 余 一 部 分 上 最 优 控制 
的 取 值 . 只 要 完成 了 这 些 次 备 1. 作 ,实现 最 优 控 制 的 技术 于 段 将 是 
| -分 简单 的 ， 

如果 想 要 知道 上 例 中 的 最 优 控制 时 间 tr 只 须 控 上 下 述 步 骂 进 
和 计算 : 

(根据 初始 状态 所 处 的 位 置 ,决定 zx 04) 的 取 值 ， 

fi 将 一 0 代入 正则 方程 :并 解 由 状 访 和 轨迹; 


a 人 132 
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(ii 计算 上 述 轨 线 与 开关 线 的 交点 ,并 从 中 算出 切换 之 前 所 
经 爵 的 时 |: 

(iv) 算 出 从 切 搞 点 浩 开关 有 曲线 运动 到 平衡 位 图 所 花 的 时 间 ， 

(v) 把 上 面 酚 段 时 间 加 起 来 ,就 是 总 的 最 优 转 移 时 间 ， 


下 是 


]. 变性 能 指标 为 
一 上 Ce -2 


邮 界 条 储 为 0 一]rf2)- 一 2 求 了 为 极 值 时 的 最 估 轨 迹 荆 全)， 
2. 求 性 能 指标 为 z 


rl 


| 
J = | (727 二 1] 39 
i 


在 边界 条 件 xC0) 二 9.x(1) 为 自 出 情况 

下 的 极 值 曲 线 . ; 
3. 设 在 向 可 平面 中 有 口 . 4 两 点 ， 

它们 未 在 癌 -后 线 上 ,如 图 6-1. 现 有 

奈 点 目 昌 向 4 运动 ,假定 介 奈 的 阻力 ” 国人 1 最 速 隐 线 问 是 

可 雇 名 上 略 和 不计, 问 应 党 坟 样 的 办 线 运 

动 .才能 使 所 之 时 间 了 最 短 ? 
4， 已 芭 系 统 的 状 六 方程 为 


了 了 了] 证 人 
|- | | + J 
= 0 OTs L1] -| 


Bd 图 Wd 加 
本 | 
X00) | es Lo 


订 寞 和 茶 件 六 


试 求 性 能 指标 
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| 
a 5 we (Ede 


的 极 值 . 
5. 车 在 $ 3[ 例 2 中 计 及 重力 加 速度 g 的 影响 , 即 在 拆 表 速度 
c 中 加 上 一 项 一 gt. 在 党 度 y 中 加 上 一 项 一 gt", 并 假定 重力 加 束 
度 g 为 当 数 ,推力 加 速度 a 的 大 小 恒定 , 试 求 下 面 二 个 基 ; 始 端 推 
力 方 向 角 六 ,终端 推力 方向 第 8, ,以 及 下 落 过 程 的 最 短 时 间 工 . 
5. 设 “ 阶 系统 的 状态 方程 为 
二 人 = w(t) 
且 
人 一 -nb 
性 能 指标 为 
一 3 cz 十 到 | a 


忒 中 常数 <>>0, 日 二 和 好 给 征求 最 优 探 制 g (7. 
7?, 同系 统 立 (一 站 (3 XC0) 一 1; zttr 一 D 的 


= 二 ty 十 二 | 人 Ct)dz 


取 极 小 和 值 ; 求 a* (82 和 #/. 
8. 没有 -- 阶 系统 
T(t) = u(t) 
其 初始 状态 为 x (1) 二 3. 求 是 优 控 制 x' (4), 佑 
J = 72(5) 一 | na 
最 小 . 
9. 设 有 二 阶 系统 
| = ratt) 
| =u) 
" 2]4 
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求 于 Cri :Ts)， 司 


J = C3) 十 2z2(37 


十 二 | [owt (EY oT 4XE(E) 二 Dr (ttt) 十 Fue C0) di 


最 小 . 并 号 出 相应 的 Riccati 方程 . 
10. 设 有 - - 阶 系 统 
人 
其 状态 宁 值 刘 终 值 分 别 为 x10)= 二 1 ,xr() 为 自由 ; 针 Jadt) | 把 1; 求 
匡 优 控制 wu* 6 .使 性 能 指标 
J 一 | Cr — Edt 
为 最 小 . 
11. 设 在 最 速 下 降 间 题 4$5 例 1)7 中 , 改 王 2 一 1 以 及 xm 一 
1 二 ] 求 ;Ca 005f20 在 (rz 平面 中 的 最 优 轨 迹 . 
1 是 三 了 系统: 
| 二 一 TI 十 


六 4 = 二 1 
lt | 三 1 HH 

| 广 i(07 汪 ] 

| w(t 


线 问 白 由 . 求 使 了 二 x;(1) 笋 小 的 w (2). 

13, 火箭 飞 向 月 球 的 最 小 燃料 控制 问题 

假设 一 个 上 品 月 球 发 射 的 宇 汕 火 忆 已 进入 月 球 的 引力 范围 以 
肉 : 且 作 自由 竖 直 下 落 飞 行 .我们 希望 火 简 下 落 到 离 月 球 遍 度 为 
《 几 百 米 ) 铠 方 时 ,下 落 速 度 为 堆 , 此 后 再 利用 月 球 引 力 和 其 他 控 掉 
作用 ,使 火箭 在 适当 地 点 着 陆 . 现在 的 问题 是 如 何 控制 火箭 . 使 火 
箭 到 达 高 度 为 六 的 地方 时 ,速度 为 零 而 消耗 的 燃料 最 少 . 


“lo 
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对 火箭 的 控制 作用 是 靠 燃 烧 时 喷 出 大 量 气 体 的 友 冲 力 来 实现 
的 . 设 火 衔 的 质 基 是 mmr(2) ,由 于 燃料 请 耗 , 它 症 个 变量 ,气体 的 贤 
出 速 谋 ( 桂 对 于 火 稍 ) 设 为 常量 天 ,燃料 消耗 变化 率 为 区 ,人 它 所 受 的 
约束 条 件 为 0 宇 芍 闫 一 MM. 址 力学 可 知 , 给 予 火 箭 的 推力 为 玉 瑟 . 设 
> 为 火 生 离 月 藉 表 面 的 高 度 坐 标 , 坚 直 速度 为 二, 训 速 典 为 二 .水 苹 
的 运动 方程 为 

= (Km/m) 一 (BR1) 

其 中 g 为 月 球 的 重力 加 速度 常数 . 

若 令 zi 二 ,x 二 区 二 二 3 一 黄 (1) 作 状态 变量 ,x 一 mr 作为 控 
制 杰 量 , 则 可 已 式 (B1) 得 状态 方 和 : 


| 1 = x 
站 2 = 
I (B2) 
燃料 消耗 的 指标 为 
-二 一 | hm [di = m0) — mm (ty) CB3) 
试 将 最 小 燃料 消耗 指标 化 为 最 小 时 间 指 标 , 求 火 咎 机 料 有 的 最 
从 控制 . 
218 
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第 四 章 ” 非 线性 系统 


非 线 性 环节 在 工程 上 广 证 地 存在 着 。 非 线性 榨 制 系统 在 上 程 
控制 的 早期 发 展 阶 段 就 受到 注意 ,由 于 数学 上 的 力 难 ,科学 虐 非 线 
性 回 题 的 定量 研究 直到 电子 数字 计算 机 广汉 中 用 之 后 才 得 以 普遍 
展开 。 非 线性 控制 理论 的 研究 ,首先 异 鉴 于 物理 学 ,特别 是 力学 上 
的 非 线性 理论 成 果 而 展开 的 ， 


3 1 非 线性 物理 过 程 的 一 般 特 征 


关于 时 间 和 空间 满足 线性 微分 方程 的 物理 其 有 两 个 最 基本 的 
特点 ;(1) 满 足 近 加 原理 ;人 (2) 在 时 间 空 间 上 是 唯一 决定 的 。 但 是 满 
足 非 线性 微分 方程 的 物理 量 不 具有 这 些 特点 ， 

为 了 使 读者 对 非 线性 系统 有 初 东 的 认识 ,我 们 在 这 一 节 有 罗列 


非 线性 振动 系统 的 一 些 特 殊 现 象 ， 这些 现象 在 非 线性 系统 中 有 一 
定 的 普遍 性 。 有 些 将 会 在 后 面 得 到 进一步 的 讨论 ， 
一 .具有 非 线 性 恢复 力 的 振动 系统 
大 家 熟悉 ,一 个 线性 的 阻尼 受 迫 振动 可 以 表示 为 
mG 于 二 十 是 一 Peosiwt {].1' 


式 中 (一 kr) 是 系统 的 弹性 恢复 力 。 热 悉 弹 性 力学 的 读者 都 知道 ， 
这 内 是 在 形变 极其 微小 时 才 成 立 , 在 一 般 情况 下 它 是 非 线 性 的 .一 
个 研究 很 较 多 的 非 线性 了 焦 复 力 合 有 产 项 , 相应 的 振动 方程 表示 为 
2 个 十 /十 站 十 上 = 二 Peosat (1]. 2) 
这 个 方程 通常 称 为 杜 芬 Cduffing) 方 程 。 
满足 杜 芬 方 程 的 系统 具有 下 面 一 些 特 征 ， 
“217 ， 
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t+， 自由 振动 搓 率 与 振幅 有 关 ”假定 式 (1.2) 中 外界 的 驱动 力 

不 存在, 即 式 忆 .2 变 为 
zz 和 十 f 十 下 十 有 T3 一 人 《1.3) 
和 参数 闪 , 乒 和 大 均 是 正 的 常数 ， 
而 下 可 为 正 ; 也 可 为 伟 , 如 果 闷 
是 正 的 ; 强 入 研 称 为 盔 弹 筑 ; 如 
果 上 吉 是 负 的 ; 则 称 为 软 弹 赞 , 系 : 
统 非 线 性 的 程度 是 用 疡 的 值 来 5 
表示 的 。 媚 果 系 统 受 到 一 个 非 
要 的 初始 条 件 的 作用 , 贡 方 程 
(1.3) 的 解 代表 一 个 阻尼 振 功 ， 
在 实验 研究 中 观察 到 : 当 振 幅 
减 小 时 , 目 由 振荡 的 频率 或 是 
减 小 ;或 是 增加 ,这 分 别 取 岂 于 
0 当 二 0 时, 随 
郑 自 而 振 划 的 振幅 减 小 ,频率 
保 持 不 变 。 这 相当 于 线性 系统 “ 
的 情况 。 这 些 特性 如 图 4-1 所 pe 
示 ， 图 上 表示 了 目 由 振东 的 波 _ 
图 1-1 方程 (1.3) 所 表示 的 系统 的 自 

形 . 图 1-2 描绘 了 天 大 于 鹤 ， 等 由 振动 波形 
和 振幅 的 关系 。 

在 非 线 性 系统 的 实验 赋 究 中 ,频率 和 振幅 的 依赖 性 能 够 很 和 容 
易 地 观察 到 。 频 率 和 振幅 的 依赖 性 是 非 伐 性 系统 振动 最 基本 的 祥 
性 之 一 ,图 1-2 形式 的 曲线 使 我 们 能 看 出 系统 是 否 包 人 洛 了 非 线 性 ， 
并 且 还 可 以 看 出 非 线性 的 程度 。 

2. 争 值 咯 应 和 嘴 跃 谐振 ”如果 系 统 存 在 周期 性 外 作用 , 即 满 
足 方 程 (1. 2) ,我 们 可 以 观察 许多 实验 现象 ,如 多 人 恒 响 应 , 味 牙 谐振 
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以 及 各 种 周期 运动 。 如 果 系 统 是 
线性 的 ,这 些 现象 就 不 会 出 现 ， 
进行 实验 观察 时 ,使 外 作用 
函数 的 振幅 PP 保持 常数 ,缓慢 地 
改变 其 频率 ,并 观察 响应 的 振幅 
4, 我 们 就 可 得 到 与 图 1-3 和 图 
1-4 类 似 的 频率 响应 曲线 。 假 定 “ 
用 闫 率 。 低 的 点 1 开始 频率 ， ?此 共 方 各 所 表示 的 系 : 
振动 频率 和 振幅 的 关系 
ww 增加 村 ,振幅 4 也 增加 ,直到 
点 2 为 目 . 若 频率 继 绞 增加 ,将 引 
起 从 点 2 烈 点 3 的 跳 牙 ,并 伴 有 
插 幅 和 相位 的 改变 。 此 现象 称 为 
跳跃 谐振 。 当 频率 w 再 进一步 增 
加 时 ,振幅 4 沿 着 曲线 从 点 3 到 
点 4。 换 一 个 方向 来 进行 实验 , 即 
从 高 频 开 始 , 这 时 我 们 观察 到 ， 
当 钙 沽 小 时, 据 仿 通过 点 3 逐渐 图 1-3 硬 樟 竹 系 统 跳 跃 谐 振 曲 线 
增加 ,直到 点 5 为 止 。 当 上 继续 
减 小 ,将 引起 从 点 5 到 点 6 的 另 
一 个 跳跃 ,也 伴 有 振 岂 和 相位 的 
改变 。 在 这 个 跳跃 之 后 , 振 福 4 
随 着 频率 。 一 起 威 小, 并且 沿 着 
曲线 从 点 6 趋向 点 1, 因此 ,响应 “ ™» 
曲线 实际 上 是 不 连续 的 ,并 且 对 
干 睛 率 增 如 和 减 小 的 两 种 情况 图 1-4 软 弹 黎 季 统 跳 茎 谐振 曲线 
响应 曲线 上 的 表示 点 则 沿 着 不 同 的 路 线 移动 。 与 点 2 和 点 5 之 间 
曲线 对 应 的 振荡 是 不 稳定 的 振荡 ,这 部 分 在 实验 中 是 观察 不 到 的 ， 
= 2]9* 


振幅 4 


加 
! 
] 
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在 共有 软 弹 移 ( 氏 之 0 的 系统 中 也 发 生 燃 似 的 跌 茵 ,如 图 1-4 所 
示 - 因 此 ,我们 看 出 ,对 于 外 作用 函数 的 一 个 给 定 的 振幅 已, 便 上 朋 一 
个 频率 范围 ,在 这 个 稻 率 范围 内 能 出 现 两 个 稳定 振东 中 的 性 一 个 
注意 ,为 了 产生 号 路 谐 振 , 阻 足 项 必须 很 小 ,同时 人 作用 四 数量 振 
幅 也 ,必须 要 太 到 足以 使 系统 进入 到 显 闭 的 非 线 性 工作 记 围 ， 

从 图 形 上 看 ,图 1-3 和 图 1-4 都 是 线性 振动 系统 溺 振 曲线 的 


一 种 扭曲 ， 
3. 分 谐 波 振 落 “分 训 波 振荡 ”这 个 术语 ,我 们 是 指 这 样 的 
种 非 线 性 稳 态 振荡 ,这 时 外 


二 和 A 
作用 的 频率 是 这 种 振荡 的 频 “人 ^ 


率 的 整数 倍 .图 1-5 所 示 的 足 | | 
分 谐 滤 振 划 时 输入 和 和 输出 波 | 
形 的 一 个 例子 。 分 谨 波 振荡 aa-ANUANUANUW 一 
的 发 生 取 总 于 系统 的 参数 和 
初始 条 件 ,; 以 及 外 作用 有限 数 图 1-5 “分 谐 波 振 落 曲线 
的 振幅 和 频率 .取决 十 初始 条 件 " 这 名 话 ,意味 着 分 洪波 振 落 不 是 
白 发 的 .为 了 产生 这 种 振 划 ,必须 有 某 种 冲击 ,比如 说 , 罕 然 疏 杰 外 
必用 硝 数 的 振幅 或 频率 。- 量 分 谐 波 被 激发 ,在 某 个 频率 祁 闭 内 乒 
们 可 能 是 非常 稳定 的 .如 吴 外 作用 应 数 的 频 举 改 变 到 一 个 新 的 值 ， 
分 谐 波 振荡 不 性 消失 ,就 是 频率 也 改变 到 w/in ,这 里 多 是 外 作用 烽 
率 ,而 nn 是 分 谐 波 振 沙 的 阶 数 , (注意 ,在 线性 系统 中 也 可 能 发 生 频 
率 为 外 作用 频率 的 一 半 的 振 小 .) 线 性 保守 系统 本 可 能 出 现 看 来 象 
非 线 性 系统 的 分 谐 波 振荡 那样 的 振 葛 。 两 者 的 本 质 区 别 在 于 非 开 
性 分 谐 波 振 葛 除 了 奸 作 用 的 频 认 以 奸 ， Ry 
初始 条 件 ， 

二 ,具有 非 线 性 阻尼 的 振动 系统 

1. 自 激 振荡 (极限 环 ) 在 研究 电子 学 线路 所 构成 的 振 湾 回 
路 过 程 中 , 范 德 波 CVan der Pol) 于 1926 年 发 更 了 一 个 车 要 的 非 
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线性 现象 , 即 所 谓 自 激 振 划 振荡 回路 的 电信 号 满足 如 直方 程 

f+hr=0 (1. 4) 
式 中 让 >0。 这 个 方程 通常 称 为 范 德 波 方程 。 它 其 有 非 线 性 阻尼 
项 。 

由 方程 41. 4) 可 以 看 出 , 当 z 之 值 很 小 时 ,阻尼 是 负 的 ,这 时 
把 能 有 量 竹 入 系统 中 5 而 当 了 之 值 很 天 时 ,阻尼 是 正 的 ,这 时 从 系 综 
中 到 记 能 时 。 因 此 ,我 们 能 够 料想 到 这 种 系统 可 能 呈现 持续 振荡 ， 
这 种 振荡 便 称 为 目 激 振 沪 或 极限 环 。( 和 注意, 假若 系 统 仅 有 一 个 棚 
限 环 , 需 本 系统 的 情况 一 样 ,那么 此 极限 环 的 振幅 就 不 取 雇 于 初 姑 
条 件 。) 

日 沿 振 荡 第 :次 阐明 了 一 个 系统 择 样 依靠 内 部 的 恒定 能 量 源 
而 维持 振 落 的 。 这 是 一 种 " 活 ? 的 系统 。 顺便 指出 , 范 德 波 曾 击 非 线 
性 振 苏 回来 模 所 心 脏 ,并 且 利 用 四 个 振 镁 亏 可 以 产生 出 和 心电图 
很 象 的 波形 . 

2. 糯 沸 捕捉 斑 象 ”在 其 些 非 线性 系统 中 可 以 观察 到 一 个 有 
趣 的 现象 ,这 就 是 频率 捕 担 的 现象 。 对 一 个 能 出 现 频 率 为 w 的 极 
限 环 系统 ,如 果 加 入 一 个 频率 为 w 的 周期 性 外 作用 ,我 们 就 能 观 
察 到 众所周知 节 差 拍 现 象 , 当 两 个 频率 之 间 的 差别 减 小 时 , 折 频 也 
减 小 。 在 线性 系统 中 ,无 论 从 实验 和 理论 方面 都 能 发 现 当 ww 趋 近 
于 wr 时, 提 频 将 无 限 地 减 小 。 然而 ,在 目 流 的 非 线 性 系统 内 ,从 袜 
驻 中 当 现 ,在 某 个 顿 带 内 极限 环 的 频率 w, 和 外 作用 频率 w 取得 问 
步 , 或 者 说 , 因 外 作用 糯 率 ”而 被 捕 邱 。 此 现象 通常 称 为 频率 捕 
捉 , 和 发 生 捕 捉 现 象 的 频带 称 为 捕捉 区 ， 

图 1-6 表示 |w 一 ow | 和 w 之 辐 的 关系 。 对 于 族人 性 系统 ,| 一 | 
各 之 间 的 关系 理 照 虚线 部 分 变化 ,并 且 只 有 当 ww 为 茶 一 个 值 ， 
必 Ja 一 au 时 ,| 一 语 才 为 入 .对 于 目 微 非 线 性 系统 , 则 发 生 频 率 捕 
提现 象 ,在 频率 埔 握 区 域内 (在 图 1-6 中 它 由 Aw 表示 ) ,频率 四 和 和 
oo 阮 侣 ,这 时 只 存在 一 个 频率 名 ,这 种 频率 机 提现 象 在 呈现 极限 环 
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的 非 线性 系统 的 频率 啊 应 中 能 观察 
到 

三 .分 叉 和 浑 沌 

多 恒 性 是 非 线 性 系统 的 重要 符 
氮 之 一 。 前 面 提 到 的 吕 茎 谐振 和 分 
谐 流 现 象 都 属于 频率 域 的 多 人 慎 性 . 


| tw | 


Em 


分 义 和 浑 沌 基 多 值 性 的 典型 天 现 ， 
1. 分 叉 ”首先 以 机 械 上 所 为 例 图 1-6 袁 示 频率 捕 担 区 的 
说 明和 平衡 位 置 的 多 值 性 , 图 1-7 是 ju 一 ae| 对 的 曲线 
一 个 用 机 构 实 现 的 上 捍 , 在 重力 和 弹性 力 的 作用 下 ,其 运动 微分 方 
程 可 以 写成 
zz 站 一 mglsind 一 kad 《1.5) 


由 于 仅 当 Bl 时 才能 到 sin8==8, 于 是 式 (1. 5) 也 只 在 择 幅 很 小 时 
才 可 近似 为 线性 振动 方程 : 


mi = Cmgl ~— kadd C1.6) 
如 果 摆 帆 不 是 很 小 ; 则 sing 区 近似 需要 取 里 局 次 项 ;sin8a 有 4 一 
二, 于 是 式 (1.5) 变 为 


a a) — kag (1.7) 


讶 以 看 出 , 土 式 是 … 个 没有 阻 电 项 的 杜 芬 方 往 。 
现在 讨论 系统 的 平衡 位 置 。 
对 于 线性 方程 (1. 6} ,8 二 0 是 系统 的 唯一 且 稳 
定 的 平衡 位 奸 。 对 于 杜 芬 方程 (1.7) ,方程 右边 , 作 
用 于 系统 的 外 作用 (外 力 短 ) 


是 关于 9 的 三 次 多 项 式 。 系统 的 平衡 位 贮 , 也 就 是 ，” 
使 式 (1. 8) 中 f=0 的 8 和 值 ,可 能 有 二 个 :8 一 0 和 
2 
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| k 
Fd De ee 


-~ oe mgt 
过 确定 这 些 平 衡 位 置 是 否 稳 定 ,对 式 人 1.8) 求 导数 ,得 
疡 一 mgll1 一 于 一刀 C1. 10) 


旭 果 呈 之 值 使 三 <0, 则 表明 外 作用 节 为 "恢复 力 " 型 ,该 平衡 位 得 
稳定 ;如果 六 全 0 , 则 所 对 应 的 平衡 位 置 为 不 稳定 的 。 

然而 某 个 平衡 位 置 是 否 存 在 ,以 及 基 否 稳定 部 与 杀 统 的 人 参 效 
有 关 。 例 如 8 二 0, 一 方面 由 式 民 . 8) 可 知 有 一 0, 这 总 是 系统 的 平 
衡 位 车 ,但 是 否 竹 定 需 根 据 式 (1. 10) 来 判断 ， 

当 msld<kx, 溃 关 <0, 平衡 税 正 : 

当 pg? ka, 了 产 守 0, 证 往 不 稳定 ， 

对 于 magi 之 ka.9 二 0 为 不 稳定 平衡 位 置 情形 下 ,由 式 61.9) 所 
表示 的 & 值 为 实数 (有 意义 ) ,并且 为 稳定 平衡 位 置 . 峰 为 


一 一 2 Ra) 0 《1. 1]) 


有 …… 个 平衡 位 置 , 即 9 二 0, 且 稳定 。 如 果 楼 球 质 量 不 断 加 太 , 使 得 
重力 作用 超过 弹 忻 力 , 即 mgl>ka,6 一 0 变 为 不 稳定 平衡 位 兽 。 与 
此 同时 ,在 6 一 5 两 侧 分 别 出 现 了 -个 平衡 位 置 . 由 式 (1.9) 可 以 看 
出 ,oa 越 大 偏离 8 二 0 处 越 远 ,如 图 1-8 成 未。 图 中 “为 平衡 个 置 的 
9 值 ,满足 mg? 二 ka 的 sm 值 为 临界 值 ， 
沁 作 ms。 自 此 ,平衡 位 置 发 生 分 又 。 这 
种 平衡 写 置 的 分 义 现象 是 在 线性 系统 
中 观察 不 到 的 。 

2. 浑 沌 ”如 果 图 1-8 所 表示 的 分 
又 现象 在 每 个 分 支 以 及 随后 的 分 支 连 
续 出 更 ,最 后 分 支 之 问 就 会 重 寻 在 一 
起 ,如 图 1-9。, 分 支 之 间 一 旦 发 生 重 迁 ， 攻 1 5 了 衡 位 置 的 分 又 
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决定 论 就 失去 意义 。 在 图 1-9 中 ,4 代表 系统 参数 ,t 代表 状态 。 当 
4 足够 大 时 ,分 支 之 间 发 生 重 迭 必 取 值 具 有 明显 的 不 确定 性 , 即 随 
机 性 。 这 仲 现象 称 为 浑 沌 ， 


i 


证 
区 
9 l 和 3.449 3, 5599 
3.544 3. 564 
图 -9 从 介 叉 到 浑 波 
下 面 举例 说 明 发 生 膏 沌 的 情况 。 非 线性 达 代 方程 
RE (1. 12) 
可 以 看 成 : 锥 非 线性 状态 方 竹 
二 tA cAr {1.13) 


的 差分 形式 。 4 是 系统 的 可 避 参 数 ， 

表面 上 看 ,只 是 参数 14 以 及 状态 的 初 值 x; 给 定 , 系 统 以 后 的 
状态 诬 当 可 以 从 方程 41. 12) 或 (1.13) 求 得 确定 解 。 但 事实 并 不 这 
样 简 单 。 | 

候 定 =4, 研 究 工 的 初 慎 x 二 0.1.0.100.,000,0] 和 90.100， 
000,02 三 种 情形 。 用 计算 机 根据 方程 (1.12) 进 行 计算 , 各 深 迁 代 
结果 列 于 表 1-1。 在 表 1-1 中 计算 机 用 十 位 数 的 精度 进行 计算 , 初 
值 之 间 的 差异 出 现在 第 8 位 上 (相当 于 有 效 数 子 7 位 7。 我 们 期 望 
初始 状态 的 这 种 微小 羞 异 对 随后 前 x 取 革 的 影响 可 以 筷 略 ,或 奉 
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. 尽管 可 能 仍然 存在 差异 ,但 这 种 差异 至 少 应 当 具 有 茶 种 有 序 性 ,这 
种 期 望 对 于 线性 方程 是 可 以 实现 的 ,但 是 对 于 方程 局 .12), 表 1-1 
表明 只 当 # 委 10 时 是 正确 的 . 当 ” 六 50, 初 始 的 微小 偏 盖 使 得 的 
取 值 完全 没有 规律 了 ,或 者 说 是 随机 的 .为 了 说 明 这 不 是 由 于 计算 
机 位 数 低 而 产生 的 效应 ,有 人 用 30 位 有 效 数 字 进 行 过 计算 ,结果 
在 100 次 迁 代 之 后 ;xz 的 计算 值 便 完全 是 随机 的 ， 

表 1-1 


由 1 二 4zot1 一 zz 确定 狗 2 


Tr O00 0 | Xo= 0 100 UD, nz 
,3 和 .380 ,HDD DO ,ee 
: 92116 从. 92] 500,035,8 .S21 O00 DI?, 
289 .013,.76 O. 289,013:1639.,1 . 289.0]13,518,2 


-la7 B36.559,9 0. 1]47,824,444,9 1 
2 E10 D430 0 DoDDa or. 


. BO2.004 .3866.2 0. 983.129,834+16 . 207 9019,144， 
+ B3955 927 ,dd DO. DGB 342 2951，5 .858,755,094., 


对 于 一 个 实际 系统 , 初 值 的 测定 总 有 - : 定 的 误差 ,而 这 种 误差 
导致 了 非 线 性 系统 较 长 时 间 之 后 的 不 确定 性 ,这 种 短期 确定 ,长 期 
不 确定 ;并且 明 显 依赖 于 初 值 的 随 枫 现象 称 为 动力 学 系统 的 内 符 
随机 性 。 也 就 是 前 面 所 称 的 冯 沌 。 和 牛顿 力 学 通 冰 被 人 认为 是 决 窟 
论 的 象征 .但 只 要 作 几 上 大 是 非 钱 性 的 , 则 在 一 定 条 件 下 就 会 表现 出 
内 在 的 随机 性 。 : 

,控制 系统 中 的 非 线 性 问题 

在 控制 系统 中 ,尤其 是 工程 深 制 系统 ,党 第 不 可 避免 地 了 包含 一 


"Ds 
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些 非 线性 环节 .例如 饱和 、 死 区 . 滞 环 , 闻 过 、 非 线性 摩 掠 、 非 线性 弹 
簧 以 及 可 压缩 流体 等 等 .以 前 普 经 指出 .用 线 性 度 很 好 的 传感器 构 
成 的 反馈 回路 可 以 在 很 大 程度 上 消除 系统 在 前 面 回 路 中 的 非 线性 
效应 。 定 量 地 研究 含 非 线 性 环节 的 反馈 系统 的 控制 行为 是 本章 的 
主要 目的 之 …。 

不 过 ,我 们 不 准备 深入 探讨 非 线 性 系统 的 多 值 性 问题 ,而 郑重 
讨论 非 线 性 系统 的 研究 方法 ,众所周知 , 当 非 线性 现象 不 占 主 导 地 
位 时 ,可 以 用 线性 系统 去 近似 .这 里 主要 涉及 两 种 方法 ;(1) 当 系统 
采用 频率 特性 来 研究 时 , 非 线 性 环节 可 进行 付 立 喧 展 并 而 及 其 : 
阶 项 来 描述 ,这 种 方法 称 为 描述 函数 法 。(2) 在 研究 系统 的 时 域 特 
性 时 ,许多 场合 常常 可 以 用 分 段 线性 的 状态 方程 来 表示 。 法 国 著 务 
数学 家 席 凯 药 (Poincarey 在 这 方面 做 了 大 量 工 作 。 他 所 提出 的 相 
平面 法 从 十 九 世 纪 末 - - 直 沿 用 至 今 。 

非 线 性 系统 的 稳定 性 问题 主要 介绍 李 雅 普 诺 夫 (Lyapumov) 
理论 

在 处 理 非 线性 问题 时 ,电子 数字 计算 地 是 目前 广泛 应 用 的 手 
段 。 模 拟 计 算 机 在 被 人 们 “遗忘 "了 大 约 二 ,三 十 年 之 后 ,近来 又 受 
到 了 注意 ， 它 在 粕 略 地 分 析 非 线性 间 题 表现 出 独特 的 简捷 性 。 而 
正在 开发 的 神经 网 络 计算 机 可 望 成 为 强 有 力 的 计算 工具 。 


S2 非 线 性 环节 的 描述 了 酌 级 


这 一 节 介绍 如 何 措 述 非 线性 环节 的 输出 和 输入 的 数学 关系 以 
股 如 何在 疾 域 里 处 理 包 含 这 类 环节 的 控制 系统 等 问题 
一 、 描 述 函 数 的 概念 
引入 描述 请 数 可 将 线性 系统 的 传递 函数 和 频率 特性 法 推广 到 
| 
设 给 定 的 非 线 性 环节 的 输入 量 是 正弦 呆 数 


3 
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TH) 一 sin 


{2.1) 


则 输出 基 ytt) 虽 然 不 能 像 线 性 系统 那样 也 能 严格 地 表示 为 wzt 的 


正 荡 琢 数 ,但 是 总 可 以 展开 为 付 立 呈 级 数 ， 


yt) 一 Q 十 DAscosnmt 十 Bsinnwt) 
mn 二 | 


= YY,sin Cw 十 号) 


如 一 外 
式 中 
[本 让 
= | yifcosnatd Co ) 
1 | 全 
BB, 二 | yiIsinnetd (ot) 
Tn 


= yA+ RB: 


中 一 tan | 登 | 


[2.2) 


如 果 非 线性 是 反对 称 的 ,那么 4 一 0。 这 时 输 击 的 一 阶 谐 流 分 咎 是 


CE 一 ieoseut 十 Bisiner 
—YsihCoe 十 的 ) 
仿照 线性 系统 的 频率 特性 , 候 义 


起 
NCX,W) 一 有 
为 非 线 性 环节 的 描述 阔 数 ， 


《2. 3) 


2 


22.5) 


描述 图 数 的 定 交 在 形式 上 和 频率 特性 相似 .但 线性 系统 的 病 
浴 特 性 只 和 输入 量 的 频率 有 关 ,与 振幅 无 关 。 非 线性 环节 的 措 偿 瑟 
数 ,-- 般 了 地 涪 , 既 与 输入 重 的 频率 也 与 输入 量 的 振幅 民 有 六。 并且 


描述 函数 只 当 近 侯 杀 件 42. 3) 式 成 立时 才 有 意 久 。 
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[> 


[We 
| 


谢 定 了 非 线性 环节 的 找 述 函数 之 后 ,整个 择 制 系统 就 可 以 用 
线性 系统 的 数学 方法 来 处 理 。 比 如 讨论 系统 的 稳定 性 时 ,万 奎 斯 特 
判 据 恒 可 应 用 . 

一 ,各 种 非 线 性 环节 的 描述 六 数 

1. 继 电 靖 型 非 线性 ”此 由 融 型 非 线 性 通常 称 为 双 位 严 线 性 。 
没有 一 继 昌 器 型 元 件 , 其 输入 一 输出 特性 曲线 如 网 2-14a) 所 示 ， 
滚 元件 的 和 输出 或 是 一 个 正 芝 数 ,或 征 一 个 负 和 着 数 , 图 216b) 贞 示 


EY a Sinan 


i = rt 


Me 
chy 


图 2-1 xca? 继 电器 型 非 线性 的 输入 ”输出 特性 曲线 ib) 继 电器 型 非 线 性 
的 输入 和 输出 湾 形 


这 种 元 件 的 输出 (的 的 付 里 叶 展 开 式 为 
y= 4 2 CAscosner + Bosinnae) 


如 图 2.1cby 所 示 ,输出 是 一 个 奇 函 数 。 对 于 任何 奇 前 数 ,4, 一 0Cn 
0,1 国 由 


yt) = > Bsinnet 
区" 1 


"228: 
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20 的- 阶 评 沽 分 量 是 
Witt) = Bsinwr 


二 


B, = | ysinwd Cor) 
[中 


一 全 | ysinerd (aa) 
开 | 
Bvtt) 二 MM 代入 此 方程 得 
EE = S| sined Cn) tM 
A .: 并 


了 nf 地 
TCD = 一 slneut 


入 2 
于 世 .描述 梁 数 NN 由 于 式 纵 出: 
NW 0 一 4 ;6) 图 ?2 继 时 器 型 非 线性 的 撒 述 


条 站 
羡 碌 
显然 ; 继 电 玫 型 元 件 的 手 述 国 数 十 


个 实 通 数 ,于 且 只 和 输入 振幅 卫 有 关 。 图 2-2 所 未 的 基 次 描述 
函数 对 jM/E 的 曲线 ， 
2. 具有 湛 环 的 继电器 型 非 线 性 设 有 一 个 以 有 汶 环 的 继 电 
各 型 非 线性 ,其 输入 一 输出 特 狂 电线 如 图 23ka) 所 愉 : 输 入 和 输 
出 波形 如 图 2-3(b7 所 未。 显然 ,输出 是 帮 波 .并且 按 申 wti 一 
sin tp X) 落后 了 于 和 输入。 因 此 ,该 非 线 性 元 件 的 描述 函数 是 


4 ,ik 
Ar 一 i 31n | (2. 7) 
不 过 ,绘制 
DN 一 2 一 sim "| 去 | (2. 7a) 


关于 A 拓 的 自 线 比 给 市 训 天 十 加 /XX 的 曲线 要 万 便 些 , 因 为 有 Nj 
M 只 居 h/X 的 函数 ,图 2-4 所 示 的 就 是 AN/M 关于 Ah/X 的 曲线 。 


“a 
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ILE) ~ FEINnet 


Tsin(at+ np) 


™, 
ib) 


图 2-3 (a) 具 有 灌 环 的 继电器 型 非 线性 的 输入 一 输出 特性 曲线 ; 
(hy) 具 有 满 环 的 继电器 型 非 线性 的 输入 和 输出 波形 


， 
TTTTTTTTA",. 

国史 国 国 妈 用 革 
国 因 二 时 


TITITIT.7 
NTTHEPTTTD 


SR 
加 


[em 
+ 


图 2-4 有 具有 说 环 的 继 电 赣 型 非 小 性 的 描述 范 数 
3. 死 区 非 线 性 死 区 非 线性 有 时 也 称 为 界限 非 线性 。 几 2-5 


”230， 
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{a} 所 示 的 是 一 个 典型 的 输入 一 输出 特性 曲线 。 图 2-5tb) 表 示 输 
和 和 输出 的 波形 .在 具有 琵 区 的 元 件 中 , 当 输 入 在 光 区 的 幅 值 东周 
因 时 就 没有 和 输出， 


人 EI 
Kb] 


图 2-5 【aa 死 区 下 线性 的 输入 -输出 特性 曲线 
(5) 开 区 非 线性 的 输入 和 输出 波形 
对 于 图 2-5kay 所 未 的 具有 死 区 的 元 件 , 当 0 生 eztsr 时 , 笨 出 
?4 由 下 趟 给 出 : 


0 (Nt 
TF — ee 杰 _ 
二 蕊 )】 【下 和 人 了 站 ) rp &) 
1 0 
L Lr | 


国 为 辑 出 y( 站 是 剖 复 的 育 冰 数 ,和 它 的 付 里 叶 有 展开 式 权 有 正弦 项 ， 
所 以 输出 的 一 次 谐 波 分 攻 由 下 式 给 出 : 
vt) = BsiNndt 


> 


蕊 中 
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2zr :2 
B, = 二 | yrtisinwd Cwt) 一 4| yt) sinad Cr ) 


一 人 |" (Ksinwt 一 Aysinwta (Cot) 


往 意 
A 一 Xan 
| 各 | 
cor | -一 $1 页 | 
因此 
B. 24 (| sinwsdet) sinor | sinesd Con) ] 
i wy 


i “3 


2 人 入 | | 
二 一 一 | 过 
x 【5 sin (—) 1 a 到 


于 是 .具有 死 攻 的 元 件 的 描述 限 数 为 ! 


-Bb "一 一 至 [in A 六 
WE 一 叫 二 | sin ee | {2.0) 


图 26 表示 了 人 必 思 
和 A/X 的 函数 的 上 和 曲线. 
注意 , 当 (a7/ XI) 盖 1 时 , 输 贞 
为 老 , 从 而 描述 耳 数 的 值 世 

4. 饱和 非 线性 图 2- 
7'a) 所 示 的 是 饱和 非 线性 
的 一 个 典型 的 输入 一 斩 出 
特性 上 曲线。 对 杆 小 的 输入 信 
号 ,已 和 元 什 的 输出 与 输入 
是 成 比例 的 ,对 于 上 尺 的 输入 


网 2-6 死 区 非 线性 的 描述 旺 数 


Ie 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fi neprint,com.,cn 


信 筷 :得 出 将 不 或 正 例 增加 ,而 对 于 非 沪 大 的 输入 信号 ,输出 则 足 
节 数 。 图 274b) 描 绘 的 是 饱和 非 线性 的 输入 和 输出 波形 ， 


Eli 于 sit 


t= sinat 
ft > 
负 27?7 ca) 恤 和 非 线 性 的 输入 一 答 诈 特性 由 线 ; 
(pb 3 局 和 非 线 性 的 输 入 和 畏 出 波形 
对 这 种 瑟 件 ,所 求 时 描述 国 数 为 


N = SCsin-i(%) + 1 一 (和 9 (2.10) 

图 2-8 表态 作为 S/X 

的 丽 数 的 Ni/ 的 曲线 。 当 

CS 7/X) 之 1 时 ,描述 函数 的 值 

Rs 

梁 数 和 饱和 非 线 性 的 描述 烽 
数 有 下 述 大 系 ， 

Ne i 

(Hm 时 >》 出 

图 2-8” 侈 和 韭 线 性 的 描述 所 数 


* 了。 
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三 . 非 线性 反馈 控制 的 稳定 性 分 析 

许多 包含 非 线 性 环节 的 控制 系统 可 以 用 图 2-9 所 示 的 方块 图 
来 代表 。 如 果 由 非 线 
性 环节 产生 的 高 阶 谐 
波 通过 线性 环节 已 被 
充分 地 训 减 (线性 环 
节 道 常 表现 为 低 通 滤 
波 器 ), 那 么 非 线 性 环 人 
节 的 输出 中 有 意义 的 
只 是 一 阶 谐 波 分 重 ,于 是 ,系统 的 稳定 性 就 能 用 措 述 函数 分 析 来 评 
定 。 

1. 描述 函数 和 稳定 性 分 析 “我 们 将 首先 讨论 怎样 用 非 线性 
苑 件 的 描述 函数 来 对 非 线 性 控制 系统 的 稳定 性 进行 分 析 。 并 说 明 
如 果 在 系统 的 输出 中 存在 持续 振 葛 ,那么 , 皖 荔 的 振幅 和 频率 可 以 
根据 频率 域 中 的 图 解法 来 确定 。 

设 有 图 2-10 所 放 的 系 
统 。 方 块 N 表示 非 线性 元 件 
的 描述 函数 。 如 果 高 次 谐 波 
已 被 充分 地 衰减 , 则 描述 项 
数 N 可 以 作为 … 个 实 变量 或 
复 变量 的 增益 来 处 理 , 于 是 ， 
闭环 频率 响应 为 


0 
EC 1 -tH NG ew) 
尾 和 全 方 称 为 
1 -NGCIY) 一 日 
引 
|: 
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GGio) 一 一 方 C2.11) 


如 果 廊 程 (2. 11) 被 满足 ,那么 系统 的 输出 将 出 现 段 限 环 , 此 情况 相 
当 于 Cw) 第 迹 穿 计 临 界 点 。( 在 线性 控制 系统 的 道 常 的 频率 响应 
分 析 中 ,临界 点 是 -1 十 j0 点 。) 

在 描述 函数 分 析 中 ,对 通常 的 频率 响应 分 析 进 行 了 修改 ,使 得 
整个 一 ]/N 轨迹 变 成 为 临界 点 的 轨迹 。 因 此 ,可 利用 一 17N 轨迹 
和 Gtjw}) 轨 和 迹 之 间 的 相对 位 置 来 判别 稳定 性 。 

并 了 确定 系统 的 稳定 往 ,我 们 面 出 一 1/N 和 GCw) 的 轨迹 ,在 
目前 的 分 析 中 ,我 们 假定 系统 的 线性 部 分 是 开 环 稳定 的 , 即 G(s) 
的 所 有 极点 和 零点 均 位 于 * 平面 的 左 半 部 ,包括 jw 轴 。 这 时 稳定 
性 判 据 是 ;如果 -17N 轨迹 没有 被 CC 轨迹 包围 ,那么 系统 就 是 
稳定 药 , 即 在 稳定 状态 时 没有 极限 环 。 

男 一 方面 : 关 果 -一 1 四 还 被 拉 (C7o 轨 和 迹 所 和 包围, 那么 系统 屿 
是 不 稳定 的 , 当 系 统 受到 任何 十 扰 时 ,系统 的 输出 将 无 限 增 辑 ， 

如 泉 一 JVN 胃 迹 种 GCUw) 轴 迹 相交 ,那么 系统 的 输出 可 能 上 出 
现 持续 振荡 , 即 极限 环 。 这 种 持续 振 蓝 不 是 正 芒 的 ,但 它 可 以 用 一 
个 正弦 振荡 来 近似 ,持续 振荡 是 用 在 交点 处 一 1/N 轨迹 上 的 X 仿 
和 GCw) 轨 迹 上 的 w 值 来 表征 的 。 

一 般 米 涪 , 控 制 系统 不 应 该 出 现 极 限 环 ,尽管 振幅 很 小 的 极限 
环 在 某 些 应 用 范围 内 可 能 是 允许 的 。 

2 持续 振荡 或 极限 环 的 稳定 性 ”极限 环 的 稳定 性 可 分 析 如 
下 : 设 有 图 2-11 所 示 的 系统 .假设 在 一 1AV 轨迹 上 的 点 4 相当 于 
一 -个 较 小 的 号 值 ,而 在 一 17N 轨迹 上 的 点 BB 相当 于 一 个 较 大 的 X 
值 ,这 里 的 和 是 输入 到 非 线性 元 件 的 正弦 信和 号 的 振幅 。 的 值 在 
-TAN 加 迹 上 衣着 由 点 4A 到 点 B 的 方向 增加 。 

我 们 假设 系统 最 初 在 点 4 工作 ,其 振荡 有 具有 振幅 X, 和 版 率 
wn: 它们 分 别 由 一 1VN 轨迹 和 G(im) 轨 迹 来 确定 .假定 对 工作 在 点 
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4 的 系统 给 -个 轻微 购 执 动 ,使 非 线性 元 件 的 输入 振 唔 略 有 增加 
全 如 ; 假 没 工作 点 在 一 7N 轨迹 上 有 从 点 4 移 到 点 CD。 于 这 .工作 
点 怠 相 当 于 线性 控制 系统 的 阶 异 点 ,有 相当 于 复 平 而 上 的 一 1 十 
放 点 ,因此 , 妇 图 2-11 所 示 ,在 万 奎 斯 特 淹 换 的 观点 上 CGI) 人 包围 
点 已 , 这 类 伺 杆 线性 系统 的 并 环 轨迹 包围 一 1 十 间 点 的 情况 ， 
此 振幅 将 增 寺 ,并 上 且 工 作 乓 职 B 点 运动 。 其 次 ,假定 有 个 轻微 风 
护 动 ,使 非 线 性 起 件 的 正弦 输入 的 振幅 减 小 .假设 工作 点 和 在 一 1 入 
轨迹 上 从 点 半 运 动 天 点 局 ;那么 点 司 就 相当 十 临别 点 。 在 这 种 情 
况 下 :GCC 轨迹 不 包围 临界 点 :所 以 非 线 性 元 件 的 输入 振 帆 就 碱 
小 ,并 用工 作 点 进 -- 步 区 点 五 向 左边 移动 ,因此 ,点 4 具有 发 散 的 
特性 ;好 相 当 于 一 个 不 稳定 的 极限 环 。 

再 考虑 下 面 的 这 可 情 沉 ;对 工作 在 点 B 和 的 系统 给 与 一 个 轻微 
的 抗 动 . 假设 在 一 17w 轨迹 下 开 作 点 移 到 点 天 ,那么 ,在 这 种 情况 
下 GCC 加 和 迹 不 包围 师 界 品 
(点 天 ): 于 足 非 线性 元 件 的 正 Im 
弦 输 入 的 振幅 就 碱 小 .并 号 工 go) 
作 点 向 点 是 烙 动 ， 

回 样 地 ,人 概 证 有 … 个 轻 冬 Ts 
的 扰动 引起 系统 的 工作 点 从 a 
点 吾 移 轴 点 下 ,上 共 此 ,GCIw) 秆 一 六 
迹 包 国 了 痢 界 点 (点 下) 振荡。 ? 
的 振幅 将 增加 .并 有 是 工作 总 从 
FF 朝向 点 吾 移 动 。 所 以 .所 加 bb - y 
具有 收 钱 的 特性 。 工 作 在 点 B es 
的 系统 是 稳定 的 ; 措 切 话说 ， | 
在 这 个 点 上 的 极限 环 是 稳定 


的 . 图 2 11 非 线 性 控制 系统 的 极限 环 . 工 
对 于 图 2-11 所 示 的 系统 ， 作 状 态 的 稳定 性 分 析 
" oh 
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相当 于 点 B 的 稳定 极限 环 能 通过 实验 观察 到 ,全 相当 十 点 4 的 不 

稳定 柜 限 环 却 观察 不 到 ， 
[ 例 1] 图 2-12 

表示 一 个 具有 他 和 非 

线性 的 控制 系统 ,我们 

假设 GCG) 是 最 小 相位 

传递 痪 数 { 不 合 延 时 因 

了 了 ). 图 2-13 表 不 一。 图 2-12 具有 饱和 非 线性 的 榨 制 系统 

LN 轨迹 和 和 G Cw) 轩 

迹 的 图 形 。 由 寺 一 1/N 轨迹 从 负 实 轴 上 的 一 1 点 出 发 延伸 至 一 ==， 

显然 ,N 只 足 输 入 信号 xz(2) 二 Xsinet 的 振幅 的 函数 ,GCCz) 只 是 

的 函数 。 

图 2-13 表 反 两 条 轨迹 相交 ,其 交点 相当 于 一 个 稳定 极限 环 。 
极限 环 的 振幅 是 由 一 1AN 锐 迹 米 确定 的 ,如 天 =XX!。 骸 限 环 的 燃 
率 是 由 GCio) 轩 迹 来 确定 的 ,如 二， : 

在 没有 任何 做 芯 输 入 时 ,该 系统 的 输出 在 稳 态 时 哇 现 为 振幅 
等 于 式 , 和 烦 滨 等 于 om 的 持续 振 水 。 


下 HH 


= 


图 2-13 用 于 稳定 性 分 析 的 疼 2-14 用 十 稳定 性 分 析 的 
1 林 CCw) 的 图 形 -7N 和 GUjw) 的 图 形 
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如 果 传 递 函 数 Co) 的 增益 减 小 ,因而 人 恒 一 1/x 轨迹 和 (3(jw) 
轨迹 不 相交 , 妇 图 2.14 所 示 , 规 么 系统 便 成 为 稳定 的 ,在 系统 的 输 
出 中 而 于 于 扰 可 能 引起 的 任何 振 
荡 都 会 消 白 ,在 稳 态 时 不 存在 尘 续 
振荡 ,这 是 因为 一 17N 轨迹 位 于 局 
(jo) 轨迹 在 左边 , 节 G (jw) 辆 迹 不 
包 用 …1/N 和 轨迹。 

[ 例 2 图 2-15 表示 并 区 非 线 
性 的 一 17N 轨迹 和 CC 各 这 ,在 
该 系统 中 ,一 1 轨迹 和 CCm) 轴 
迹 彼此 相交 。 但 这 种 情况 下 的 极限 图 2-15 用 于 稳定 性 分 析 的 


环 胰 不 稳定 的 ,振东 不 是 和 肝 渐 省 一 17N 和 Ct) 的 图 形 

逝 , 就 是 振 焕 无限 地 增加 ,这 是 一 种 不 希望 的 情况 ;必须 如 以 回避 . 
{ 例 32 设 有 图 2- y 

16 所 示 的 系统 , 试 确 rT 

定 滞 环 对 系统 极限 环 


工作 状态 的 振幅 和 频 
率 和 影 虽 。 

图 2-17 所 示 的 图 2-16 非 线性 控制 系统 
是 对 于 三 个 不 同 的 产 . 
值 , 即 关 =0.1,0.2,0.3 的 一 1 轨迹 和 CC) 轨迹。 一 1AN 轨迹 
均 是 平行 于 实 轴 的 直线 。 的 值 是 根据 图 2-4 求 得 的 。 

根据 图 2.17 ,我 们 能 看 出 极限 环 的 振幅 和 频率 是 ， 


了 一 站 ,27 ， 一 7 《 旭 果 产 一 0. 1) 
十 一 站 .六 之 吕 一 总 -入 (机 最 二 0.2) 
O00. 57， 由 一 《如果 及 二 0. 3) 


驱 察 这 些 值 得 出 ,正如 我 们 预期 的 那样 , 随 着 滞 坏 烛 度 的 加 寓 , 极 
限 环 的 频率 减 小 ,但 是 极限 环 的 振幅 元 席 加 。 


" Aid 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


描述 函数 分 
析 是 把 线性 方法 
应 用 于 非 线 性 系 
统 研 究 的 一 种 推 
三 。 所 以 :, 它 具 适 
用 于 非 线 性 程度 
低 的 系统 。 在 非 
线性 程度 高 的 系 
统 的 分 析 中 , 应 
用 描述 函数 可 能 
时 至 非常 稍 认 的 加 2-17 图 2-16 所 示 系 统 的 -17 和 种 吕 tjie? 轴 和 迹 图 
结论 。 因 此 ,这 就 
眼 定 了 描述 请 数 只 适用 于 程度 低 的 非 线性 系统 。 

现在 ,我 们 来 归纳 一 下 非 线性 系统 的 描述 函数 法 ， 

1. 描述 函数 法 是 可 以 用 来 讨论 非 线性 控制 系统 稳定 性 的 一 
种 近似 方法 .在 应 用 此 方法 时 ,我 们 一 定 要 记 住 基本 的 假定 条 件 和 
限制 条 件 , 咏 然 ,许多 实际 的 控制 系统 满足 描述 函数 法 的 基本 假定 
条 件 , 但 有 一 些 系统 还 是 不 满足 的 ,因此 ,对 于 每 一 种 情况 ,都 需要 
检查 描述 函数 法 是 否 有 效 ， 

2. 在 描述 函数 分 析 中 :系统 中 出 现 的 非 线性 的 性 质 决 定 了 分 
析 的 复杂 性 。 换 句 话 说 ,无 论 慎 么 阶 次 的 线性 元 锌 并 不 影响 分 析 的 
复杂 性 ,这 种 方法 的 一 个 优点 是 ;对 于 线性 部 分 具有 复杂 动态 特性 
的 系统 ,不 会 使 分 析 复杂 .高 阶 系 统 的 分 析 准 确 度 比 低 阶 系统 的 要 
好 ,因为 高 阶 系统 通常 具有 较 好 的 低 通 尖 波 特性 ， 

3. 吴 然 在 评定 某 些 系统 的 稳定 性 时 措 述 因数 法 是 非常 有 用 
的 ,但 它 却 只 能 提供 少数 与 瞬 态 响应 特性 有 关 的 信息 。 

4. 描述 冰 数 法 应 用 于 工作 设计 课题 是 方便 的 , 它 使 我 们 有 订 
能 应 用 频率 响应 法 去 改造 CCjo) 轨 迹 。 当 设计 者 只 需要 粗略 地 知 
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道 某 些 非 线性 影响 时 ,或 者 只 需要 粗略 地 知道 控制 回路 内 线性 或 
非 线 性 部 分 的 改变 会 产生 什么 影响 时 ,描述 函数 分 析 是 特别 有 效 
的 。 这 类 分 析 以 图 解 的 形式 给 出 与 稳定 性 有 关 的 信息 ,如果 需 要 的 
话 , 它 还 可 以 提出 改善 响应 特性 的 方法 。 当 在 复 平 面 上 男 出 一 1/N 
轨迹 和 局 (jw) 轩 迹 时 ,根据 曲线 能 够 迅速 地 估计 出 系统 的 性 能 。 如 
打 有 必要 改善 性 能 ,通过 改变 轨迹 就 可 以 达到 ,. 摘 带 的 这 种 改变 提 
供 了 一 个 适当 的 补 代 网 络 的 形式 ,值得 注意 ,尽管 朱 述 消 数 法 可 以 
使 我 们 能 以 工程 上 的 准确 度 米 预计 极限 环 , 但 焉 多 计 玛 题 中 ,这 个 
方法 却 当 作 和 否定 的 判 据 来 运用 , 即 :调整 系统 的 参数 让 到 极限 环 的 
条 件 被 带 史 而 适当 的 相对 稳定 性 得 到 确保 时 为 止 。 

5, 一 个 物理 系统 可 能 具有 上 了 遇 个 或 更 多 个 有 意义 的 非 线 性 单 
元 .对 于 :个 特定 的 土 作 条 件 ,如 果 只 有 一 个 非 线性 单元 成 为 布 息 
文 的 时 候 , 其 蕊 非 线 性 单元 的 影响 在 分 析 中 可 以 怨 略 掉 。 例 如 ,如 
果 条 统 有 小 信号 非 线性 和 大 信号 非 线性 两 种 环节 , 当 售 近 的 幅度 
很 大 时 ,前 者 就 可 以 忽略 掉 , 上 反 过 来 也 一 样 ,主要 的 是 要 忆 仕 .两 个 
非 线 性 串联 后 的 描述 商 数 通常 不 是 单个 描述 函数 之 积 。 所 以 ,好 本 
有 两 个 或 更 多 的 非 线 性 元 件 , 彼 此 间 没 有 有 效 的 低 通 滤波 带 相 隔 
的 话 , 当 在 某 个 工作 条 件 下 同时 都 成 为 有 意 儿 的 时 伐 , 扬 们 便 可 以 
铂 合 在 一 个 方 霹 里 ,并 且 可 以 求 出 这 个 方 鼎 的 等 效 描 述 函 数 ,在 这 
种 情况 下 ,描述 函数 可 能 与 振幅 和 频 举 部 有 关 。 


3 相 平 面 分 析 


最 简单 非 线性 系统 是 一 阶 的 或 是 二 阶 的 。 -个 二 阶 系 统 具 有 
两 个 状态 变量 .二 阶 系统 的 状态 空间 是 二 维 平 面 ,也 称 为 相 平面 。 
状态 轨迹 也 称 为 想 轨 迹 。 通 过 相 平 面 轨迹 的 研究 可 以 了解 二 阶 系 
统 的 时 域 特性 ,基于 目前 的 数学 工 共 ,只 有 二 阶 非 线 性 系统 可 以 进 
行 比较 一 般 的 研究 。 从 别 也 可 以 非得 非 线 性 系统 各 种 行为 的 初步 
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概念 。 下 面 的 讨论 将 从 二 阶 线性 系统 开始 ,进而 讨论 分 段 线性 系 
统 , 最 后 介绍 一 般 二 阶 非 线 性 系统 相 辆 迹 的 作 图 法 。 

一 .二 阶 线 性 系统 的 相 轨 迹 

在 分 析 非 线性 伺服 系统 之 前 , 先 用 相 平 面 法 来 分 析 第 二 章 中 
曾 研 究 过 的 标准 的 二 阶 线性 
伺服 系统 。 这 个 系统 的 方块 图 | 

标准 的 一 阶 伺服 系统 的 
并 环 传递 消 数 为 G(s 一 wi/sts 
十 2w$)。 把 它 规格 化 ;用 s/o 图 3-1 标准 的 线性 何 腿 系统 
代替 把 时 间 缩 短 为 17ao。 倍 , 使 面 有 果 率 为 1。 因此 ,这 个 系统 的 
规格 化 的 闭环 传递 函数 可 以 写成 


YCs) _ 1 
Uts) ss 二 25 十 】 
时 域 的 方程 可 以 写成 
PE) 十 253 人) 十 v0 = ut) (3. 1) 


第 二 章 兽 经 指出 , 悄 差 消 数 ce 人 二 w(t) 一 y(t) 可 以 用 来 描写 
系统 的 伺服 特性 。 对 于 单位 踢 贱 输入 , 即 xf 一 1 时 ,由 于 式 
(3. 17 ett) 满足 方程; 

e256 二 ee=0 (3. 2) 

对 于 式 (3.2) 这 样 的 线性 系统 ,如 第 二 章 所 述 , 可 直接 求解 方 
程 , 因 此 很 易 在 相 玉 画 上 作出 相 迹 ,图 3-2 是 各 种 阻尼 系数 时 系统 
的 过 渡 啊 应 和 相 平 面 (e,e7? 上 的 轨迹 。 

从 图 3-2 可 知心 一 0 时 , 式 (3.1) 的 解 是 等 幅 振 范 ,5 二 0.5 时 
刚 为 衰减 振东 。# 一 2 时 阻尼 太太 , 解 变 为 非 振 茵 的 形式 。 

在 式 (3. 2) 中 国定 $==1; 在 各 种 初始 条 件 下 的 解 轨迹 如 图 3-3 
所 示 。 圈 中 4.B.C 分 别 表 示 不 同 的 妇 始 状态 。 

由 图 3-3 可 以 看 出 ,不 同 初始 第 件 办 啊 应 曲线 对 应 大 相 平 面 
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名 3-2 各 种 阻尼 系数 时 的 这 沪 响 应 和 析 轨 迹 
上 一 族 相 遥 迹 , 除 原 点 以 和 外, 相 平 面 上 每 一 个 点 部 有 有 旦 只 能 有 一 条 
相 这 通过 .所 有 相 轨 迹 都 汇 缀 于 原点 。 
谨 zl = es 一 上 方 涅 (3.2) 可 以 写成 状态 方程 ， 


| | ss (C3, 3) 
相应 的 特征 方程 为 
心 十 2064 十 1 二 0 
特征 根 疙 
Mandy St We] C3,.4} 
方程 (3. 3) 的 解 具 有 如 下 形式 : 
* 2 
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图 3-3 首 种 官 姑 状态 让 的 时 间 珊 应 和 相 加 下 


| 证 区 下 


( 


_ "A | 
{ ;= 六 AtE 1 -十 天 ze 


rrs 为 积分 常数 ,由 初 值 ruyras 决 定 。 根 据 式 43. 3) 还 可 得 祖 籼 撑 


的 斜 痢 : 


d 
0 Co 


dz 2 

可 以 看 出 , 除 原 点 以 外 , 相 平 面 上 所 有 点 相 软 迹 的 笠 率 尾 办 一 傅 定 
的 。 只 有 原点 的 导数 是 不 确定 的 ,所 以 称 为 奇 点 。 

现在 讨论 奇 点 的 分 类 ， 

C1) 当 上 上 衬 1 时 ,和 ?部 是 什 实 数 , 相 轨 迹 无 振 沪 地 起 近 
.于 原点 . 这 种 奇 点 称 为 二 点 |; 

(2) 当 1>F 0 时 ,如 入 是 一 对 具有 人 负 实 部 的 复数 ， 相 豆 
计 周 期 误 减 地 趋 近 于 原点 。 这 种 奇 点 称 为 焦点 ; 

(3) 当 上 一 0 时 ,和 忧 为 一 对 纯 虚 数 , 相 轨 连 为 一 族 网 心 
同 ( 或 炳 圆 ) 包 图 着 原点 。 这 时 原点 为 孤立 奇 点 ,也 称 为 中 心 点 。 

前 面 的 讨论 , 扎 定 >0, 相 轨迹 收 讶 于 丁点 ;因而 厚 此 傈 鼎 是 
稳定 的 . 相应 地 有 稳定 节点 和 稳定 焦点 之 称 。 如 果 85< 二 0, 相 当 于 册 
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阻尼 情形 ,系统 的 相 轨 迹 都 从 奇 点 出 发 ,发 散 开 米 ,趋向 无穷 远 ,这 
类 本 上 太 是 不 稳定 的 。 相 应 地 有 不 稳定 节点 和 不 稳定 焦点 ,如 图 3- 


二 可 
jo 
| JJ 下 
be 2 
| 一 一 ma 一 
应 
x | x . 
jo jo I 
本 一 i 
二 i 工 
了 时 
ju 于 
| | : 


图 3-4 种 类 奇 点 
假定 状态 方程 (3. 3) 中 ;不仅 可 正 可 货 , 并 且 x 的 系数 也 可 


取 任 意 实 数 ,方程 亚 为 
TT 二 . 
| 3. 3a) 
Ry : 
这 时 
二 人 。 3. 6a ) 


注意 到 方程 (3. 3a) 的 解 仍然 具有 式 (3.5) 的 形式 ,不 难 证 明 , 当 久 ， 
Xo 为 实数 时 , 相 轨 迹 存 在 两 条 新 近 线 。 它 们 的 笠 率 分 别 为 


0 lim da — (3.7) 
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对 于 ,都 大 于 零 和 都 小 于 索 的 情形 已 经 作 过 讨论 .它们 分 别 对 
应 于 稳定 的 和 不 稳定 的 节点 。 但 当 a,58 取 某 种 数值 ,可 使 加 入 

-个 为 正 , 男 一 个 为 负 。 这 时 所 对 应 的 一族 相 轨 迹 到 不 收敛 十 原 
点 ,也 不 是 有 原点 出 发 而 发 散 ,而 是 尘 着 负 和 斜率 的 渐 近 线 方向 自 无 
穷 远 处 而 来 , 掠 过 原点 ,而 后 又 沿 着 男 一 条 渐 近 线 方向 艳 向 无 鹤 
远 。 这 种 奇 点 称 为 鞍点 。 

二 ,分 段 线性 系统 的 相 轨 迹 

在 具有 与 信号 有 关 的 非 线 性 因素 的 二 阶 系统 中 ,可 以 用 外 个 
分 段 线 性 系统 来 近似 。 这 时 ,整个 相 平 面 可 以 划分 成 若干 区 域 ,其 
中 每 一 个 分 区 域 相应 于 一 个 单独 的 线性 工作 状态 。 每 一 个 分 区 域 
有 一 个 奇 点 ;尽管 这 个 奇 点 可 以 位 于 这 一 特定 的 分 区 域 以 外 ， 

如 果 奇 点 位 于 它 前 分 区 域 以 内 , 则 称 它 为 实 奇 点 。 但 是 .如 果 
奇 点 位 于 它 的 分 区 战 以 外 ,因而 该 分 区 域内 的 相 轨 迹 永 远 不 能 够 
达到 该 点 , 则 称 其 为 虚 奇 点 .具有 与 信 导 有 关 的 非 线 性 关 素 的 二 阶 
系统 ,只 可 能 有 -个 实 奇 点 。 

与 具有 :个 实 奇 点 的 分 区 域 邻 校 的 所 有 分 区 域 ,都 将 县 有 虚 
奇 点 .等 一 个 奇 点 的 位 置 和 性 质 ,都 取决 于 支配 着 给 定 分 区 域 的 微 
分 方程 。 奇 点 的 位 置 可 以 取决 于 输入 其。 每 - -个 分 区 域 的 相 平 面 
图 , 询 表 示 一 线性 系统 的 相 平面 图 。 在 等 一 个 了 作 分 区 域 的 边界 
上 ,把 各 段 相 轨迹 连接 起 来 ,就 构成 了 合成 相 辆 迹 。 这 一 合成 相 轨 
迹 , 给 出 了 非 线性 系统 的 瞬 态 响应 。 

下 面 通 过 两 个 例子 说 明 增益 可 以 进行 分 段 线性 近似 系统 的 碍 
轨迹 及 其 求解 方法 。 z 

[ 酌 1J 设 非 线 性 系统 如 图 3-5(a) 所 示 , 用 Gw 表示 能 环节 是 一 
个 非 线 性 放 太 器 .输入 一 输出 特性 曲线 ,如 图 3-5tb} 所 示 . 当 偏 六 
信号 e 绝对 值 大 于 eo 或 小 于 eo 时 ,上 述 非 线 性 元 件 的 增益 分 别 等 
于 1 或 上 。 即 

了 (le| me.) {3,3) 
2450 
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mo ke Cle| < en) {3.9) 


: | 


{和} 


m y 
LE ; 
Ty Ei s(tTst i) 有 


图 3-5 增益 分 段 线性 系统 

系统 在 大 偏 才 信和 号 时 ;具有 太 的 增 蔓 , 而 在 小 贫 差 信号 时 ,其 
有 小 的 增 盖 。 改 变 增益 可 以 通过 有 柔 用 开关 装置 实现 。 开 六 滨 置 能 
蚁 将 放大 器 的 增益 ,从 个 值 突然 改变 到 男 一 个 值 。 在 小 的 < 值 
下 :系统 的 啊 应 较为 缓慢 ,而 在 太 的 偏 旦 信号 下 ,系统 的 响应 较为 
迅速 。 当 有 小 振幅 高 频率 的 曲 声 作用 于 系统 时 ,这 种 特性 是 有 区 
的 。 因 为 人 们 所 不 钙 望 的 吕 志 信号 ;这 时 共 本 上 将 被 抑制 控 ; 而 控 
制 信 气 却 能 够 满意 地 传输 过 去 ， 

因为 该 系统 是 分 段 线性 的 ,所 以 通过 将 两 个 线性 系统 的 相 秃 
选 组 合 起 ,就 可 以 得 和 到 该 系统 的 相 和 轨迹 。 

在 这 个 例子 中 .我 们 假设 系统 开始 处 于 静止 状态 ,联系 安奈 
和 m2 的 微分 方程 为 

1 十 YY 二 Km 

因为 e=# 一 $y ;所 以 上 述 方 程 可 以 改写 成 


Te 二 ed-Am = Tu a (3. 10) 
下 面 我 们 来 研究 系统 在 阶 蚂 输入 量 和 斜坡 (或 斜坡 一 可 一 阶 茎 }; 输 
入 卉 作用 下 的 情况 ， 
对 亲人 阶 路 输入 信和 号 ;因为 当 4>0 时 ; 阶 唉 给 入世 训 =#=0, 所 
以 方程 (3. 10) 变 成 : 
Te le Km=0 (0) (ol 
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由 方程 (3. 8) ,C3.9) 和 (3.11),; 我 们 可 以 得 到 下 列 两 个 方程 ; 
Teé+et+ Re=0 (lel we,) {3. 12) 
TéeE+ kKe—~0 (le| er) (C3. 13) 
省 先 确 定 育 点 ,6 = 二 e 二 0, 中 相 平 画工 的 原点 (0,0) 既 是 上 方程 
C3.12) 的 盏 点 ,也 是 方程 (3.13) 的 柯 点 。 前 者 的 定义 域 是 ie| 半 en， 
原点 旦 虚 奇 点 。 后 者 的 定义 域 jeji<e 包含 原点 ,原点 是 实 奇 点 。 
在 下 面 的 分 析 中 ,假设 与 方程 43. 12) 相 应 的 特征 方程 的 根 是 
共 斩 复 枢 , 并 且 箔 了 于 复 平 面 的 堪 半边 。 因 此 ,在 这 种 情况 下 , 奇 品 
《0.0 的 性 质 就 具有 稳定 焦点 的 尾 质 。 
假设 和 值 是 这 样 设 定 的 ,有 即 在 此 点 值 下 ,与 方程 (3- 13) 相 应 的 
特征 方程 的 阻 已 比 等 于 1, 于 是 ,与 方程 (3. 13) 相 应 的 痛 点 便 尾 稳 
定 世 点 :因此 ,对 于 大 偏差 信号 , 珊 应 是 欠 险 尼 的 ,而 对 于 小 侦 差 入 
登 , 响 应 则 是 临界 阻尼 的 。 如 果 对 于 所 有 偏差 信号 全 ,mr 和 e 之 问 
的 关系 由 r= 二 ke 或 a 二 e 来 确定 , 则 相 平 面 图 将 演 几 3-64a) 或 图 3 


一 6(b) 所 示 的 那样 。 
| 各 
ta) ch) 


图 3-§ 线性 系统 的 相 平 面 图 
(a} 计 阻尼 请 况 (m 一 ke) (b) 大 阻尼 情况 Cm se) 
图 3-5ta) 所 示 系 统 的 偏差 信和 苇 的 相 和 轨迹, 表示 在 图 3-7 于 ,其 
中 系统 常数 为 工 一 1, 民 一 4 光一 0.0625 和 ee 一 0 2。 系 统 的 输入 量 


m 了 村 了 m 
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假定 为 单位 阶 唉 量 。 如 
问 和 图 3-7 所 示 , 相 平面 被 
分 成 二 个 区 域 , 在 直线 e 
一 eon 和 ee 二 一 esp 限定 的 
记 围 内 ,是 方程 (3.13) 
表示 的 线性 工作 范围 。 
在 这 个 区 域 以 外 ,是 与 
方程 (3. 12) 相 应 的 线性 
工作 范围 。 在 图 3-7 中 ， 
相 轨 迹 起 于 4 点 ,该 点 
由 初 刀 条 件 e (0) 一 1， 
ét0) 二 0 确定 ,而 相 轨 迹 
趋 于 收 义 到 稳定 焦点 
(0:0)。 然 而 系统 的 工作 
状态 在 吾 点 迪生 转换 ， 
沪 点 止 是 相 轨 迹 与 边界 
线 c=es 的 交点 。 在 这 一 点 上 , 相 轨 迹 与 属于 相 邻 区 域 奇 点 的 并 通 
这 该 点 的 相 轨 迹 联 接 。 从 B 点 开始 ,一 直 公 系统 的 工作 状态 再 发 
生 转 换 之 前 , 相 轨 迹 将 赵 于 收 伐 到 稳定 上 玉 点 (0,0)。 在 忆 扣 上, 系 
统 的 工作 状态 又 发 生 转 换 , 这 时 相 轨 迹 将 趋 于 收敛 到 稳定 焦点 (0， 
0) ,直到 达到 号 点 时 为 上 上 上 。 在 局 点 上 ;系统 的 工作 状态 多 转换 一 
次 ,重复 上 述 过 程 ,最 后 ,机 轨迹 将 收 合 到 稳定 节点 (0,0)。 在 稳 访 
时 ,系统 不 疗 和 在 铀 总 。 

可 以 看 出 ,一 般 玉 说 ;图 3-7 上 的 相思 迹 比 图 $6(ta) 利 tb) 所 
求 的 相 轩 了 迹 , 具 有 更 合适 的 阶 获 响应 特性 ; 因 汐 从 响应 的 快速 性 意 
六 上 说 ;前 者 较 语音 快 ,对 于 小 的 阶 其 输入 信号 , 啊 应 是 元 过 调 同 ， 
对 于 中 等 大 小 的 阶 牙 输入 信号 ,系统 的 响应 县 有 单一 的 过 调 , 对 于 
太 的 阶 暑 输入 信号 ,在 系统 的 啊 应 曲线 中 可 能 同时 其 有 过 英和 反 

* 248* 


图 3-? 单位 阶 紧 咽 访 钼 应 的 相 扫 迹 
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向 过 调 。 图 3-8 表示 了 典型 的 阶 茎 啊 应 赐 线 。 
对 斜坡 输入 信号 (或 笠 坡 一 加 一 阶 凤 输 入 信和 号 ) 


utf) = 上 二 Vi 
方程 (3.10) 变 成 为 
十 上 十 并 im 一 下 (1»> 0 时 ) (3. 14) 
当 10 时 ;由 方程 (3.8), 《3.9) 和 {3.14), 我 们 可 以 得 到 
TE 二 e+ Ke=V fei er) (3.15) 
Te +er Khe=V (le| < e,) 《3. 16) 


与 方程 (3. 15) 相 应 的 奇 
点 是 (VV/KK,0) ,假设 它 “9 
是 稳定 焦点 ;而 与 方程 大 
(3.16) 相 应 的 何 点 是 中 、 
CV /KE ,0) ,假设 它 是 稳 
定 节点 ， 

奇 点 的 他 秆 还 可 以 
通过 图 解法 得 到 。 水 平 
线 玫 一 TY 下 与 直线 斗 
一 Ar 和 直线 mm 二 ee 相 
交 。 与 该 交点 相应 的 e 
值 ,就 是 奇 点 的 = 慎 ， 图 3-8 图 3-56ay 隆 未 系统 的 此 型 阶 蚂 
3-9(a),(b) 和 《c), 表 示 本 
了 这 些 交 点 。 对 于 小 的 太 值 , 即 当 | 玉 | < 二 天 ee 时 , 坷 点 们 于 e 一 < 
平面 中 由 直线 e= 土 ey 限定 的 长 条 带 以 由 。 对 于 中 等 的 Y 值 , 即 当 
kKes< |V | 之 Ke, 时 ,与 方程 (3.15) 相 应 的 奇 点 位 于 e 一 上 平面 中 
由 直线 z= 二 es 限定 的 长 条 带 以 内 ,而 与 方程 (3. 16) 相 应 的 另 一 
个 奇 点 , 则 位 于 这 一 长 条 带 以 外 ， 对 于 天 的 了 值 , 即 当 | 了 | 全 天 es; 
时 , 奇 点 位 于 这 -- 长 条 带 以 外 。 

如 景 和 和 e 之 间 的 关系 ,在 整个 响应 时 间 内 都 是 天 一 &e, 则 系 


”工业 9 + 
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流 在 输入 信和 号 xf 一 吡 十 
作用 下 的 相 平 向 图 ,与 图 3 
6ta} 所 示 的 相 平 面 图 比较 ， 
除了 前 考 的 图 形 向 右 覆 动 
了 量 值 WV/K# 以 外 ,其 它 完 
全 相同 ;如 图 3-19Ca0 所 ,有 
同样 ,如 果 在 米 个 啊 应 时 利 
内 .1m 等 于 e, 则 相 平 面 图 . 图 3-9” 奇 点 位 置 图 示 

图 3-10(b) 与 图 3-6(b) 所 示 的 相 平 面 图 比较 ,除了 前 者 阿 石 移动 
了 谍 值 V/AK 以 外 ,其 它 也 完全 相同 。 


图 3-10 具有 土 坡 输入 芋 的 纺 性 系统 的 相 平 面 图 
[ai 十 了 尼 青 醒 1 一 有 efbD) 到 阻尼 情况 1 一 e) 


“3 
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图 3-11 表示 了 当下 去 
2 天 ec 时 .人 避 莽 信 导 的 相 轨 迹 。 
(在 这 一 例 闻 中 采用 的 数值 是 
T=1,K= dk = 0.0625,e, 
= 0.2,R=0.3 和 VV 二 0.04.) 
相 轨 迹 的 起 点 4, 由 初始 条 件 
etD0) 一 民 一 0.3 和 efo) 一 一 
0.04 确定 .起 于 4 点 的 相 加 
迹 , 趋 于 收 北 到 稳定 焦点 P;。 
得 是 ,一 旦 相 轨 迹 腊 达 B 成 ， 
系统 的 工作 状态 便 发 生 转 换 ， 
从 而 司 相 轨迹 开始 同 稳 定 忆 
点 Pi 收 训 u,。 稳 态 时 系统 有 偏 
差 , 其 大 小 为 OP- ， 图 3-11 笠 坡 啊 应 对 应 的 相 轩 迹 

图 4-12 表示 了 了 当 Keo 之 VV 之 Kes 时 ,偏差 信号 的 相 胃 了 迹 。( 在 
图 3-12 中 ,系统 参数 为 工 一 1, 天 一 4 一 0.0625 和 eo 一 0.2。 输 入 
量 wt) = 二 Vi 二 0. 41,) 相 
轨迹 起 于 4 点 。 该 点 相 
应 于 初始 杀人 忻 e190)=0， 
£00) 一 0.4 ,这 一 段 相 轨 
迹 趋 于 收 合 到 稳定 节点 _,，_ 
Pi(1.6,0)。 系统 工作 状 
态 的 转换 发 生 在 五 点 ， 
上 自 B 点 开始 ,相思 迹 将 
趋 于 收 歼 到 稳定 焦点 P， 
C0.1,0)。 得 是 ,在 人 忆 所 


上 系统 的 工作 状态 又 发 
生 转 换 , 此 后 相 轨 迹 又 图 3-12 ” 诗 坡 响应 戏 应 的 栖 轨 过 


"25]1 ， 
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趋向 收敛 到 稳定 节点 己 ,。 在 嘱 点 上 ,系统 的 工作 状态 再 …: 次 收 
变 。 重 复 进 行 上 述 这 程 ,直到 相 胃 了 迹 路 钙 到 e 二 eo。 和 二 介 那 一 点 
为 止 。 从 图 可 以 看 出 , 当 相 轨迹 趋 于 奇 点 (es0) 时 ,偏差 依 叶 表现 
出 较 小 的 拨 萝 特性 ,而 称 仿 偏差 的 大 小 则 密 成 ee。 

系统 的 稳定 工作 状态 , 取 关 于 非 线性 放大 元 件 的 物理 性 质 . 如 
果 从 一 种 线性 工作 状态 转换 到 另 一 种 线性 工作 状态 ,包含 着 一些 
延迟 , 则 系统 的 响应 和 将 表现 为 围绕 着 点 Ceo10) 的 极限 盾 。 如 困 . 上 述 
转换 这 程 是 瞬时 发 生 的 , 则 稳 态 时 ,系统 将 表现 出 所 请 的 “抖动 * 现 
象 。 

图 3-13 表示 了 下 
> 天 to 情 法 下 的 偏差 
信和 号 的 相 贺 迹 。[ 输 入 
:是 为 ult) 二 Vt = 
1. 2#。] 相 轨 迹 起 始 于 
疆 初始 妈 件 相应 的 壮 
5 中 ;而 趋 于 收 笋 到 稳定 
ft 焦 点 Pit4.8,0)。 己 
是 ,系统 的 工作 状态 在 
B 点 要 转换 ,使 相 轨 迹 
路 语 十 稳 定 集 氮 
Pt0.3,0)。 系统 的 工 


图 3-13 ”与 图 3-5(a} 所 示 系 统 的 斜坡 响 
作 状 态 在 C 点 ,而 后 在 应 对 应 的 相 罗 迹 
万 点 ,还 要 发 生 转 换 ， 


但 是 相 罗 迹 最 终 将 收效 于 稳定 焦点 P,。 当 相 轨 迹 趋 近 于 了, 点 附近 
时 , 偏差 信号 表现 出 小 的 振荡 ,最 后 ,振荡 完全 停止 下 来 . 稳 态 时 ， 
偏差 的 大 小 等 于 OP; . : 

上 述 分 析 表 明 , 非 线 性 系统 的 响应 形式 取决 于 输入 量 。 例如 ， 
对 于 小 除 跃 输入 量 , 响 应 没有 过 调 ; 对 于 大 阶 妈 输入 量 ,响应 具有 


“2 
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振荡 特性 。 对 十 小 幅度 的 斜坡 连 入 量 , 啊 应 是 非 周 期 的 ;而 对 于 天 
幅度 的 匀 坡 输入 量 , 啊 应 则 上 有 具有 振荡 特性 ， 

i 例 2 设 系统 如 图 3-14ta) 所 示 。 非 绕 性 元 忻 的 输入 一 输出 特 
性 曲线 ,如 图 3-14tb) 所 示 。 假设 所 一 种 状态 结束 到 汶 一 种 状态 开 
始 的 转换 过 程 中 ,没有 了 柯 间 延 壕 . 翅 确定 系统 的 阶 跃 啊 应 过 程 和 和 斜 
坡 啊 应 过 程 。 假 说 系统 的 参数 为 了 一 1 丘 一 4eo 一 0.1,e: 一 0.2 和 


WE 人 2 
该 系统 的 方程 为 
ieE++ée+ m= Tirta (3.17) 
当 e > 0 时 ,我 们 用 
一 (€ > E11 
| mn 二 人 必 [el Dr 一 (3. 18) 
| mm 一 一 MM 《ee < eo} 
当 之 0 时 ,我 们 有 
| m= MM te > eo) 
| mn 二 0 tey 和 一 (C3,.19) 


| m=—M, {€ < ee) 


图 3-14 (Ca) 非 线 妊 控制 系统 : 0) 作 线 性 元 件 的 给 和 -输出 特性 面 线 
在 以 和 < 构成 的 相 平面 上 , 恨 据 式 (3. 18) ,平行 于 上 轴 的 两 条 于 
直线 一 一 eo 和 ee 二 #1 把 上 半 平 面 分 成 三 部分 ;而 由 式 (3.19)，, 半 
直线 e= 一 上 和 ee 一 e; 把 下 半 平 面 分 成 三 个 区 域 . 这 样 整个 相 平 面 

.被 分 成 1， IT ,下 三 个 区 域 , 如 图 3-15 所 示 。 每 个 区 域 的 相 轩 了 迹 服 


ON 
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从 一 个 线性 微分 方程 ， 对 于 单位 


阶 昕 输入 情形 ,由 于 站 王立 一 日 ， pa pa 
式 (3.17) 灰 为 ” 区 
| 
TE t+ét Km 一 003.20) a y 
对 应 于 区 域 1 ,I 和 和 王 ,mm 分别 取 I | 了 n 
一 Mo10 利 十 MM,, 方 程 (3. 20) 可 分 ee a a i EE 
pe NN 
别 写成 2 
Tet+e 一 KM 二 0 (区域 1) 
can [区域 1) ] 
Téadec+KKM,=0 (区 域 I) , 
[3.20a 1) 图 3.15 
设 zi 一 ez 一 上 式 (3， 207 对 诺 的 
状态 方程 可 写 为 
Gxzi _ 
“1. ~ 
《3.21》 
dr 1 _ Em 
下 一 了- 了 
二 是 
dr zz 十 mm | 
人 (C3, 22) 
对 于 区 域 1 70 有 
dz 1 ， 
本 地 (C3. 23) 
这 表明 相思 迹 和 斜率 恒定 的 直线 族 。 由 题 设 T 二 1, 这 族 生 线 和 的 和 料 率 
洒 一 1， 
对 于 区 域 I 各 ,由 于 加 关 0; 方 程 (3.21) 的 解 可 以 写成 
| Ta 二 6 二 ce — Km 人 
i TT] = 二 一 ciTe 一 Emi es | 
假定 初 值 e(0) 二 1, 2(0) 二 0 ,并 考 虚 本 =1, 上 式 可 变 为 


"和 生 " 
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e =— Em(le :i Km+l1 
| EC—~ Em(le '— 1) 
当 t>co, 有 一 一 Km。 这 表明 
e=— Km (C3, 26) 

证 系统 相 轨 迹 的 肖 近 线 .。 对 于 区 天 1 :着 一 一 Mi<0, 渐 近 线 为 e 一 
玉 A 一 0.8 对 于 区 域 工 :天 = 一 1 0, 渐 近 线 为 e 一 一 天 ad 一 一 
0. 8， 

当 系 统 从 4 虞 人 e= 一 62=0) 出 发 的 相 辑 迹 示 于 图 3-16, 根据 
式 (3, 25), 相 轨迹 在 区 域 正 一段 是 一 条 以 == 一 0.8 为 渐 近 线 的 
曲线 ,并 和 区 域 I 和 下 的 边界 线 e 一 am 交 于 B 点 。 然 后 根据 方程 
(3. 23) , 相 轴 迹 在 区 域 1 沿 直 结 :二 一 达到 边界 线 上 的 CC 点 。 接 
着 在 区 域 I 沿 着 以 一 十 0.8 为 渐 近 线 的 曲线 到 达 万 ,进而 又 通 
过 区 域 了 到达 点 。 相 轨迹 逐渐 过 近 一 条 闭合 曲线 。 这 就 是 通常 
所 说 的 极限 环 。 系 统 处 于 持续 的 振 葛 过程 。 


(2 


图 3-16 单位 阶 茎 啊 应 对 应 的 福 轨 迹 


3 
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对 于 斜坡 输入 ,za 一 T, 依 据 Y 的 大 小 有 三 种 不 同 结果 : C1)V 
< 天 af ,系统 收 合 于 一 个 极限 环 。(2)V 一 玉 Md4, ,系统 收 伍 于 e 轴 的 
正 半 轴 上 芍 一 点 .具体 位 置 和 初 值 有 关 。(C3)V 守 KM ,相思 迹 在 接 
近 渐 近 线 过 程 中 趋 e=o2。 详 细 分 析 留 给 读者 自行 讨论 ， 

三 、. 相 轨迹 的 作 图 法 

一 般 的 非 族 性 微分 方程 ,直接 求 出 解析 和 解 是 非常 困难 的 。 常 津 
求助 于 作 图 法 ， 

1. 等 倾 线 法 ”人 恨 定 状态 方程 可 以 表示 为 


| 贡 2 (3. 27) 
二 2 一 Q(T] st) 
于 是 

dx, GX Ta) 

dx plrirra) xe) 

可 以 想象 在 相 轨 迹 斜 率 相 等 的 各 点 的 连 线 上 ,有 

dr 

代入 式 (3. 28) ,得 
FT Ea) = pir srs) (3. 30) 


这 是 等 斜率 曲线 . 即 等 倾 线 , 所 应 满足 的 方程 ,变更 a 的 数值 ,可 以 
求 出 等 候 线 族 分 布 在 整个 相 平面 上 。 于 是 根据 a 的 大 小 可 以 在 整 
个 相 平面 上 画 出 由 轨迹 切线 的 方向 声 。 如 同 已 知 电 蕊 方向 求 电 力 
线 一 样 , 只 要 给 出 初 值 就 可 作出 相 轨 迹 。 

作为 例子 ,应 用 等 贷 线 法 来 画 范 德 流 方程 的 相 轨 迹 ,根据 方程 


(1. 4) .和 
: 1 一 A 
4 (3,. 31) 
[= fri 1)7rs — kr 
其 等 倾 线 方程 为 
一 站 .fr 一 1)-- “ = ‘3. 32) 
"25 。 
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设 二 一 1 一 0. 2 上 式 可 变 为 

对 于 ae20, 上 式 蛮 为 六 一 ri70.201 -7)。 当 起 (3. 31) 的 相 埋 
迹 与 上 式 所 表 拓 的 此 线 相 交 时 , 相 办 迹 在 这 个 变 点 附近 的 笠 雍 怠 
为 鹤 。 对 十 4 二 一 1 有 Xs 二 XA 2 一 0.2x 和 ) 这 时 , 相 轨 迹 与 上 式 
所 示 昌 线 相 交 处 的 斜率 就 是 一 1]。 这 样 反 复 地 做 下 去 ,就 可 作出 图 
3.17 所 示 的 冬 深 的 分 布 场 。 实 际 画 …… 根 相 饥 迹 时 , 先 定 下 初始 状 
态 的 点 ,再 把 共存 各 种 斜率 的 折线 顺序 连接 起 米 , 即 豆 作 近 似 的 机 
轨迹 图 . 


从 里 面 接近 极 
限于 的 轨道 


下 ] 


条 3-17? 等 刁 线 法 
2. Lienard 法 这 个 方法 适用 于 夯 以 下 形式 折 拓 并 六 方 音 加 
相 畦 还 ， 


| 4] = 
3, 3 ) 
| 3 一 由 人 全 "2 


在 上 上 式 第 .一式 有 有 边 , 加 .Feri 再 碱 去 人 它 , 趟 可 化 为 下 式 
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人 
| (3. 35) 


1 ee Wn 
式 中 U(r f(a Fe el 
现在 由 式 (43. 35) 可 得 
dr wir 十 Cr Ts) 
dz, 一 一 Te (3. 36) 
在 局 《1 ;Xz 附 提 把 {TI ,2 看 成 稍 数 ,对 上 式 进 行 积 分 ,可 得 其 
解 为 
Ti | ct 
2 下 D 十 (zurza2)Xxt 一 蜗 数 《3. 37 
把 上 式 改 写成 
9 
< C3 十 2 = “3. 38) 


上 式 说 明了 ,如 果 侈 取 


新 华 标 系 为 (con + Xp Te 小 加 训 
则 在 新 谷 标 系 中 , 雇 贺 ， Ce 


心 为 (一 ba 0) ,半径 为 
圆心 到 所 取 点 (ewx' 1， 
rx'z) 的 距 珊 ,所 作 的 圆 呈 国 
就 近似 地 表示 了 所 选取 一 = [二 Jar ie) aaa 3 
昼 附 近 的 相 胃 迹 。 因 此 ， 
相 坦 迹 就 可 用 一 族 小 图 
弧 来 连接 而 成 。 在 图 3- 
18 上 ,表示 了 用 这 种 方法 作 相 轨迹 的 过 程 ， 

3. 时 间 关 有 系 ” 相 轨 迹 给 出 了 状态 变量 之 间 的 相 所 关系, 但 是 
馈 少 时 间 的 信息 ,为 了 了 解 系统 状态 的 时 间 过 程 ,下 商讨 论 从 相 刘 
迹 计算 时 间 的 方法 ,并 假定 二 阶 系统 的 动力 学 方程 本 表 示 为 主 二 
Ty 


图 3-]8 Jienard 法 


wa" 
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方法 1 积分 直面 的 量 即 可 算出 时 


加 
| 于 dz = (339) 9 
于 式 在 几 柯 上 可 用 图 3-19 上 本 阴影 部 
分 的 面积 表示 ， 
方法 2 积分 上 面 的 量 可 计算 出 时 
间 ， 
| dz ee dr "1 1: 
A ip 了 全 加 [es dz 9 - 
(C3, 40) 
上 上 式 在 几何 上 表示 图 3:20 上 画 阴 影 部 
分 的 面积 。 烽 3-19 ”由 相 迹 计算 时 间 
方法 3 根据 Lienard 法 计算 时 间 ， 本 


在 图 3-21 上 ,圆心 为 (一 /ws,0) 的 小 加 
弧 可 用 下 碳 的 微分 方 各 


式 表 示 \ 
. 1 
-人 EY 
re 过 i _] 
ET 


因 方 圆心 和布 为 的 一 段 四 
帮 可 近似 地 用 wt 来 求 
[B= 0 图 3-20 出手 这 计算 时 间 方 法 (21 


把 相 迹 用 nr 个 圆心 旬 为 加 "He ,1 6 网 距 来 分割 时 ,通过 


整个 相 迹 的 时 间 为 29/e 
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图 3-21 计算 通过 小 图 屋 的 时 间 


Y 4 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 理论 


拉 格 姑 口 (Lagrange) 上 月 完 用 能 景 作 为 浏 据 训 论 丁力 学 系统 的 
隐 征 性 。 李 平 普 请 去 (yarunev) 作 了 还 一 步 推 J ,。 建 半 了 -一 般 动 
力 党 系统 的 稳定 性 理论 。 这 个 理论 在 非 线 性 控制 系统 中 得 到 了 了 广 
沁 的 应 用 。 

一 . 拉 格 朗 旦 定理 

我 们 曾经 指出 ,控制 系统 的 稳定 性 理论 刁 力 学 系统 稳定 性 理 
沦 的 一 种 年 仿 。 因 此 ,在 讨 论 非 线 系 统 稳定 性 的 时 候 , 肯 先 回 感 这 
个 问题 在 力学 中 的 表述 ， 

1. 平衡 位 置 和 平衡 状态 ”一 个 力 字 系统 , 虹 宁 初 妈 时 刻 的 过 
度 为 本 而 处 于 某 一 位 什 ; 并 芋 纪 乓 水 十 停 留 在 该 位 置 上 ;如 这 个 位 
迪 称 为 平衡 位 置 ， 很 明显 . 什 下 衡 人 和 阁 ,系统 的 台 力 为 零 . 

在 平衡 位 宕 上 保持 速度 为 信 的 状态 称 平衡 状态 ， 于 衍 状态 在 
山 学 二 号 有 运 租 止 状 芒 。 

… 个 力学 系统 各 常 可 以 在 成 是 由 质点 构成 的 。 只 当 每 个 质点 
者 处 于 平衡 状态 性 ,整个 力学 系统 才 处 于 平衡 .一 人 质点 在 “ 维 沧 
标 系 的 牛顿 动力 学 方程 可 以 写成 

mi 4, 1 ) 


"HN = 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fineprint,com,cn 


设 zi 一 Tyzs 二 工 , 则 上 式 可 改写 为 
TI) — Ty 
| 0 (do 2 
这 是 质点 运动 的 状 仿 方 奏 。 如果 质点 姓 于 平衡 状态 := 二 0,f 二 0， 
于 是 方程 (4. 2) 两 式 的 右边 前 为 零 ， 
zis = 0 
| f/m=0 We, 
这 样 , 我 们 可 以 把 平衡 状态 的 概念 推广 到 一 般 控 制 系统 ,由 于 
一 般 皖 制 系 统 的 状态 方程 可 写 为 
¥ = fx) C4. 4) 
我 们 定义 满足 方程 
, Tt) = 0 Cd. 5) 
的 状态 x 为 控制 系统 的 平衡 状态 。 注意 到 由 于 方程 (4.5) ,对 于 平 
衡 状态 x. 有 
dz, Li TA 0 


dr 一 0 《个 十 ) 
(zs 7 二 = 1s ny 

所 以 ,系统 的 平衡 状态 也 是 状态 空间 的 奇 点 。 

2. 平衡 的 稳定 性 ”在 讨 论 线性 控制 系统 稳定 性 时 ,曾经 提 
条 ,对 于 一 个 处 于 平衡 的 力 党 系统 ,如果 受到 外 界 的 一 个 扰动 5( 微 
小 而 短 忆 的 作用 力 ) 在 抗 动 搬 离 之 后 能 够 问 到 平 衔 亿 和 肯 :这样 上 
平衡 称 为 稳 徙 平衡， 这 是 秤 力学 对 平衡 稳定 性 的 定 江 。 

F 面 从 动力 学 和 状态 空间 前 度 砚 明 对 半 衡 稳定 性 的 描述 ， 

比如 一 个 单 摆 , 销 亚 线 站 它 的 平衡 位 置 ,一 开始 控 球 位 于 钠 恒 
线 上 而 保持 静止 。 如 洒 这 时 外 界 对 氛 球 施加 一 微小 扰动 而 使 扶 球 

情 离 平衡 位 壮 ,那么 在 台 力 作用 下 皖 球 特 回 到 平衡 位 置 , 力 宇 上 认 

为 这 样 的 平衡 位 畦 是 稳定 昌 ， 

在 图 4-1 中 ,我 们 用 在 于 .r, 速度 之 来 描写 丫 皖 的 状态 谈 量 。 


-261 * 
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设 z 一 0 全 为 下 征 仔 置 , 那 么 状态 平 击 的 蒜 氮 就 是 系统 的 笠 简 状 
访 。 假 如 初 奴 时 刻 z 一 而; 在 置 的 人 懈 离 为 X(t0) 一 zo; 婴 速 站 tf) 一 0， 
随 着 :的 增加 , 捍 球 | 时 平衡 位 置 运 黄 。 3# 随 工 沽 小 而 减 小 (7 的 绝 
对 值 增加 但 沿 z 轴 的 质 方 向 )。 到 达 z 一 0 椒 , 并 达到 极 小 位 . 随后 
Zz 的 数值 开始 减 小 ;其 代数 量 增加 一 直到 达 二 一 x 处 研一 0 , 然 
后 返回 运动 。 其 状态 软 迹 如 图 -1tb}) 所 示 ; 症 一 个 桥 圆 , 只 更 初始 
状态 偏离 平衡 状态 足够 小 ,就 能 使 第 个 状态 轨迹 处 于 站 衡 状 态 阶 
近 什 意 给 定 的 范围 之 上 内。 人 们 认为 其 有 这 一 特 损 的 平衡 状态 是 福 
定 的 。 为 陈述 方便 假定 个 衡 状态 zz. 人 于 原点。 


| 和 :1 和 兴 和 它 的 等 能 出 线 
定 浆 1: ”如 果 相 丁 状态 空间 原点 的 平衡 状态 是 稳定 的 ;那么 
在 它 附 近 什 意 给 定 5 密 0. 总 能 找到 5>0, 由 要 
全 站 (i. 5) 
疆 有 有 | 有 al 
对 于 一切 Et 成 六 
在 维 状 态 空间 , xi 二 a{ 或 |xi 一 起 其 一 个 nn 维 空间 的 超 球 
向 .由 5 或 所 限定 的 空间 称 为 球 域 , 通 常 记 作 信 te 或 3 552， 
3. 拉 略 朗 日 定理 早 在 1644 午 , 托 于 拆 利 就 各 站 ,不 而 要 只 
体 求 出 状态 轨迹 就 能 确定 :在 重 为 场 中 , 当 物 体 的 重心 你 于 可 能 的 
最 低位 置 时 ,平衡 是 稳定 的 。1788 年 拉 格 前日 把 它 推广 到 保守 系 


= 
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统 中 。 

定理 ;如 果菜 -位置 ,保守 系统 的 势能 共有 极 小 值 , 则 此 位 置 
是 系统 的 稳定 平 稀 位置。 相应 的 平衡 状态 也 是 稳定 的 。 

为 了 便于 应 用 到 控制 系统 ,我 们 着 重 证 明 平 衡 状态 的 稳定 性 。 

不 失 -- 般 性 取 坐 标 原 点 位 于 势能 的 极 小 值 位 置 .并 取 极 小 值 
榴 势 能 Y 一 0。 另 一 方面 ,系统 的 动能 总 可 写成 工 一 2 me 。 且 


使 有 药 东 存在 ,动能 也 总 可 表示 为 广 义 速度 的 正定 二 次 型 。 因 让， 
在 速度 为 簿 处 ,动能 具有 极 小 值 ,并 且 一 定 有 了 一 0。 

如 果 取 坐标 和 溃 度 (有 约束 时 取 广义 吾 标 和 广义 速度 ) 为 状态 
伙 量 (zyzs，…z) 并 取 状 态 空 间 的 原点 为 系统 的 平衡 状态 , 那 
人 么 系统 的 总 能 量 五 = 十 站 在 状态 空间 原点 上 = 有 处 取得 极 小 值 ， 
这 意味 着 : 

(在 += 二 0 处 ,上 二 0; 

(在 x 二 0 以 外 的 某 个 A 球 域 StA) 内 ,EE>0; 

‘3) 注 意 到 五 在 状态 空间 的 连续 性 ,在 SCA) 球 域内 总 能 量 克 
随 着 与 原点 “距离 ”严格 地 应 称 为 * 范 数 ”) 而 单调 增加 .这 就 是 说 ， 
总 能 量 瑟 的 等 俐 面 在 SCA) 球 域内 是 一 层 套 一 层 的 ,并 且 由 里 向 
外 ,总 能 量 数值 递增 。 

下 面 来 证 了 明 拉 格 朗 日 定理 。 

任意 取 0<e<a, 那 么 在 木 等 式 

Ix| < 44 8) 
所 限定 的 球 域 Se) 的 边界 上 ,总 能 量 吾 存 在 极 小 值 。 这 是 因为 这 
个 边界 是 一 个 闲 的 点 集 ; 并 有 日 EE 在 其 上 连续 。 设 位 个 极 小 值 为 
BE* ,如 图 4-2, 注意 到 总 能 基 玖 是 由 里 向 外 递增 的 ,如 果 取 五 一 五 
的 等 能 面 离 状态 空间 原点 的 最 次 距离 为 , 拷 么 只 要 iz|< 人 8 就 有 
FE: (4. 9) 

如 果 初 始 状 态 jz C0) |<5, 则 其 初始 能 其 


下 
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Fh’ C4. 10) 2 
由 于 保守 系统 能 量 沫 恒 , 对 于 一 切 上 > | 
tusE=FE, 于 是 系统 状态 轨迹 总 在 SCe) 6 
球 域 之 内 。 或 加 oie 
x(t)| < C4.11) 

根据 定义 1, 系统 的 平衡 状态 稳定 a 

4. 耗 敬 系 统 的 稳定 性 ”上述 讨 论 
表明 , 拉 格 朗 日 定理 的 前 题 条 件 可 以 归 图 4-2 ” 球 域 
结 为 ， 

(1) 系 统 有 势 , 总 能 量 = 本 十 Y 在 平衡 状态 取 极 小 慎 ， 

(2) 系 统 是 保 字 的 : 沿 着 状态 轨迹 


el 一 总 { 入. 二 2 


拉 格 朗 日 定理 给 出 的 是 力 学 系统 稳定 性 的 充分 条 件 。 

如 果 系 统 不 是 保守 的 ,而 是 恒定 耗 散 的 ,只 要 系统 有 势 , 并 日 
总 能 量 EE=T 十 V 在 平衡 状态 取 极 小 值 ,系统 仍然 是 稳定 的 ,与 保 
守 系 统 不 同 的 在 于 笨 件 (4.12) 应 改 为 


可 《和 13 1 


在 这 种 情形 下 ,一 方面 由 于 五 在 平衡 状态 取 极 小 馈 , 等 能 面 在 平 
衡 状 态 附 近 的 分 布 仍然 和 前 面 所 讨论 的 情形 - ' 样 :“ 层 屋 查 穴 , 随 
着 向 外 扩展 ,EE 值 安 太 ， 另 一 方面 ,对 于 耗 散 系 统 虽 然 状 态 轨 迹 不 
能 保持 在 初始 的 等 能 面 上 (如 同 保 字 系 统 ), 但 是 总 不 能 超 辣 初始 
等 能 面 . 反 而 随时 间 的 推移 收敛 于 平衡 状态 , 即 我 们 假定 的 状态 空 
间 原 点 。 或 者 说 ,对 于 恒定 耗 散 系 统 , 当 上 >*c, 有 五 0 并 及 工人 
90。 这 样 一 种 情形 显然 也 是 满足 侠义 1 的 ,因此 是 稳定 多 ,但 是 
与 保守 系统 有 明显 的 不 同 特点 ， 


二 、 李 亚 普 诺 夫 定理 
1. 渐 近 稳定 性 ”由 于 耗 散 系统 的 稳定 性 表现 出 与 保守 系统 
"+ 
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稳定 性 的 不 同 特 点 ,这 类 稳定 性 特别 称 为 渐 近 稿 定 性 .严格 陈 广 如 
下 ， | 
定义 2: 对 于 处 于 状态 空间 原点 的 平衡 状态 ,如 果 和 任意 给 定 
<Cn0<E<A) ,就 能 找到 >0, 只 可 |x(i0) | 过 ,对 一 切 1 字 to 总 有 
[x | < (C4. 14) 
以 及 
[ipt EN (C4. 15) 
就 称 状态 空间 原点 的 平衡 状态 在 球 域 SCaA) 是 渐 近 稳定 的 。 
一 般 地 说 ,6 的 选取 依赖 于 6 和 4 如 果 台 和 初始 时 刻 霹 无 关 ， 
那么 满足 定义 2 的 条 件 的 稳定 性 进一步 称 为 一 致 渐 近 稳定 。 
可 果 定 尽 2 中 的 条 件 不 受 球 域 SA 的 限制 ,而 是 从 状态 空间 
所 有 点 出 发 的 状态 轨迹 都 收 钱 于 平衡 状态 , 则 称 系 统 是 大 范围 {或 
全 局 ) 渐 近 稳 定 ， 严格 地 说 ,由 定 交 2 所 定义 的 稳定 性 属于 局 域 渐 
近 稳 定性 ， 
2. 李 亚 普 诺 夫 定理 具有 连续 导数 的 总 能 基 下 在 原点 取 极 
小 情意 味 童 : 当 x+ 二 0,E=0; 而 当 x 关 0; 总 能 够 在 某 个 蒜 域 SCA 
内 有 五 守 0, 满足 这 两 个 茶 件 的 总 能 量 王 在 数学 上 称 为 芷 定 的 。 对 
证 恒定 耗 散 系统 ,由 于 径 <oC 关 0 芋 =oce 一 0) , 称 各 为 
负 定 的 . 这 样 对 于 恒定 耗 获 系统 稳定 的 充分 条 件 也 可 陈述 为 : 
(1 在 球 域 SCA}) 内 正定 ; 
(21 在 球 域 SCa) 肉 负 完 
李 亚 普 诺 去 发 现 ,判断 一 个 系统 是 否 稳 定 , 并 不 限制 于 应 用 能 
景 五 。 只 要 能 找到 一 个 臣 态 变量 的 标量 困 数 Ttxrty 它 在 平衡 状 
态 附 近 连 续 , 并 于 平衡 状态 处 取得 极 小 值 , 就 可 以 断定 该 平衡 状态 
是 稳定 的 。 因 为 在 这 种 情况 下 ,函数 VY 的 寺 家 面 族 


Vixt) = C4. 16) 
在 平 衔 位 蝶 附 证 总 是 相 套 和 的 ,并 获 记 值 的 增 太 等 值 面 启 平 衡 位 站 
2865" 
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越 远 ,这 类 似 于 图 4-1 的 单 摆 的 等 能 面 。 不 难 用 Y(z, 如 代 蔡 五 , 根 
据 定 叉 1 使 拉 格 朗 日 定理 得 到 证 明 . 
Ti 
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站 果 我 们 定义 的 一 个 正定 的 标量 责 数 了 kr) 为 
Vx} = ri -| rs 
那么 ,党 任 意 轨 迹 V(x) 对 时 间 的 导数 
VX) = or 十 Dr 
一 一 2 人 ti 二 x2) 

是 负 定 的 。 这 说 明 Y(z) 府 任意 轨迹 是 
连续 地 减 小 的 ,因此 Cr) 是 -- 个 李 亚 
普 诺 夫 晴 数 。 拍 于 V(x) 随 偏离 平衡 状 
态 挡 于 无 穷 太 而 变 为 无 穷 太 , 所 以 在 不 
点 处 的 平衡 状态 是 在 大 范围 内 其 近 稳 
定 的 。 

注意 到 ,如 此 全 F(x) 取 :系列 的 
币值 0,cyczeg0cei<csc 那么 图 43 壬 VWV 圆 和 典 卉 二 这 
V(X) 二 0 对 应 十 状态 平面 前 原点 ;而 六 
(0 二 VT 二 Cs 描 运 了 包围 状态 平面 原点 的 互 不 相 父 的 同族， 
如 图 4-3 所 示 。 还 应 注意 ,由 于 Vx) 十 种 品 无 界 的 , 随 着 xi 一 
时 ,及 Cx) 一 co 所 以 加 医 可 扩展 到 整个 状态 平面 。 

由 于 贺 VCx ,一 C 完全 处 在 Txt 一 Ce 的 内 部 ,因而 典 
型 轨迹 从 外 向 内 通过 VWV 加 的 边界 。 因 此 , 李 亚 普 诺 夫 函数 的 几何 
意义 可 曾 述 如 于:V (x) 表示 状 态 空间 的 原点 到 状态 x 中 离 的 尺 
度 。 如 果 原 点 与 瞬时 状态 z 忆 ) 之 间 的 距离 随 z 的 增加 而 连续 地 碱 
小 [ 即 站 Kx O ,那么 xD0。 因 此 , 李 亚 普 诺 天 函数 Tir) 可 
看 成 在 状态 宅 间 中 与 原点 的 眠 离 , 李 亚 中 请 夫 冰 数 的 导数 帮 用 来 
估算 接近 原点 的 速度 。 

如 果 定 理 1 中 关于 下 国 数 的 第 (2 个 条 件 不 能 严格 成 立 , 刚 
将 出现 以 下 情况 ， 

态 ， 如果 系 统 不 是 恒定 耗 散 的 ,并 匡 在 SCA) 球 域内 菜 些 轨迹 


" BT 
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上 ,或 者 在 整个 球 域内 时 二 0 ,只 要 条 件 (1) 仍 然 成 立 , 即 了 Ce 
正定 ,那么 由 拉 格 朗 日 定理 ,系统 在 原点 处 于 一 般 意义 下 的 各 定 。 
B. 虽然 在 球 域 S(A) 内 某 些 点 7 一 0 ,但 任何 时 刻 从 球 域 S 


CA) 出 发 的 性 何 状态 轨迹 上 守 不 恒 和 等于零 .这 时 ,那些 全 -一 0 处 
表示 状态 才 迹 和 V 的 某 等 值 面相 切 。 不 过 相 切 之 后 ,轨迹 仍然 向 
原点 延伸 。 困 此 系统 仍然 是 渐 近 稳定 的 。 设 xzitoitm) 表 示 如 时 刻 
从 x 出 发 的 状态 轨迹 ,我 们 有 以 下 定理 ， 

定理 2， 设 系统 的 状态 方程 为 


T= 站 (4. 19) 
并 月 
fo 一 站 Qf £0) (4. 20) 
如 果 在 不 点 的 A 球 域 5CA} 内 存在 一 个 具有 连 丢 一 阶 导数 的 标量 
函数 (x,t) ,并 二 满 是 : 
C1 Vir,ft) 开 定 ， 
《2) ED 非 正定 ; 


(3 dV Ext :dt 半 9 对 于 任意 初始 时 刻 厕 和 相 SCAI 内 
任意 初始 状态 xo 成立 ,; 则 原点 的 平衡 状态 在 球 域 SC4) 内 是 渐 近 

如 果 上 述 半 于 Y 活 数 的 条 件 在 整个 状态 空间 成 并 , 则 原点 的 
于 衡 状态 为 大 范围 靳 近 稳 年 。 

-- 般 说 来 ,一 个 工程 控制 系统 是 … 个 耗 散 系 统 , 在 能 盐 杯 散 过 
程 中 系统 达到 控制 目标 , 即 某 个 预期 的 状态 。 央 此 ,前 过 稳定 国 题 
在 控制 理论 中 显得 特别 重要 ,在 讨论 定常 系统 稳定 入 时 ,我 们 所 叙 
述 的 稳定 性 概念 实际 上 已 经 是 一 种 渐 近 稳定 性 。 只 基 在 那里 我 们 
没有 作 这 梯 严 权 的 陈述 。 由 于 控制 系统 不 十 都 是 由 物理 系统 所 
构成 , 李 亚 普 庶 夫 和 将 判 断 数 从 能 晤 下 推 1 到 -一 般 的 状态 函数 

* HB * : 
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Y ,使 得 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 理论 在 非 线性 控制 系统 中 得 到 广泛 的 
应 用 。 

李 亚 次 诺 夫 曾经 提出 另 一 种 方法 判断 系统 的 稳定 性 .在 那里 ， 
需要 对 状态 方程 解 的 性 项 有 某 种 了 解 ,对 于 非 线 性 系统 ,在 应 用 上 
负 稼 是 不 可 能 的 。 那 种 方法 通常 称 为 李 亚 普 诺 夫 第 … 法 。 

本 所 介绍 的 方法 ,关键 在 于 求 出 李 但 普 庄 夫 本数 了 ,通常 称 
为 第 二 法 。 

前 面 两 个 定理 都 是 给 出 了 判断 渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 , 询 此 
不 能 作出 关于 不 稳定 性 的 任何 结论 ， 下面 说 明 不 稳定 性 问题 ， 

如 果 对 于 某 个 实数 s0 和 任意 实数 65>0, 不 管 多 么 小 ,在 球 
域 50() 内 总 存在 一 个 状态 z ,使 得 从 这 一 点 出 发 的 状态 轨迹 脱离 
球 域 Se)。 那 样 的 平衡 状态 就 是 不 稳 让 的 。 下 述 定 理 给 出 了 平衡 


状态 不 稳定 的 充分 条 件 ; 

定理 3: 假设 系统 由 下 列 方 称 摘 述 ， 

天 一 fr,t) 
式 中 
CD 一 站 (tt 四) 

如 果 存 在 一 个 标量 函数 下 (z): 它 具有 连续 的 一 阶 偏 导 数 旦 满 
是 下 列 条 件 ; 

CDW tz, 由 在 原点 的 某 一 邻 域内 是 正定 的 。 


(2) 5 径 : 在 同样 的 邻 域内 是 正定 的 。 


那么 ,原点 处 的 平 街 状 态 是 不 稳定 的 。 

三 . 李 亚 普 诺 夫 函数 的 构造 方法 

应 肌 李 亚 普 详 去 理论 的 关键 在 于 寻找 李 亚 普 诺 去 函数 。 

由 于 非 线 性 系统 的 稳定 性 具有 局部 的 性 质 , 因 此 我 们 通常 找 
出 在 原点 属 围 最 太 邻 域内 满足 稳定 条 件 的 李 亚 普 诺 大 也 数 ， 

建立 在 李 亚 普 庄 夫 第 方法 基础 上 的 几 种 方法 ,对 于 判断 非 


abd” 
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线性 系统 的 稳定 性 是 有 效 的 ,这 - 节 首 先 介绍 两 种 这 样 的 方法 , 即 
判断 渐 近 稳定 性 充分 条 件 的 克拉 索 夫 斯 基 (Ckrasovskii} 法 和 构成 
李 亚 普 诺 夫 函数 的 舒 尔 菊 一 而 布 生 (Sechultz 一 Gibson) 的 变量 一 
檬 意 法 ,然后 回 过 来 讨论 线性 定常 系统 的 稳定 性 。 并 且 发 现 ,在 线 
性 系统 中 , 则 条 平衡 状态 是 局 部 请 近 稳 趾 的 ,那么 它 就 是 在 大 范围 

1. 克拉 索 夫 斯 基 方 法 ”对 于 某 些 非 线性 系统 ,一 个 可 能 的 李 
亚 普 诡 去 国 数 可 用 来 表示 。 克 拉 索 去 斯 基 握 出 的 李 亚 普 请 去 郴 
数 是 从 力学 中 动能 表达 式 引 伸 出 来 的 : 六 二 上 ,这 在 数学 上 被 


定义 为 回 诗 x 的 范 数 平方 。 
缉 拉 过 夫 斯 基 给 出 了 李 亚 普 诺 夫 明 数 可 能 其 有 这 种 形式 的 充 
分 荣 件 ， 


对 于 所 讨论 的 系统 ,可 能 存在 有 多 个 半 衡 状态 ,不 这 我 们 能 通 
过 话 当 的 坐标 突 换 ,将 任 一 被 隔离 的 平衡 状态 转换 到 状态 空间 的 


原点 。 所 以 ,我 们 扔 然 把 所 研究 的 平衡 状态 取 作 原点 ， 
现在 我 们 来 介绍 郊 拉 索 去 斯 其 定理 ， 
设 系 统 为 
= fxr) (4. 21) 


式 中 的 x 为 nn 维 向 量 。 假设 了 了 (0) 二 0 了 (CX) 对 xi(i 二 1,2,… 1) 是 
可 徽 的 。 系 统 的 雅 可 比 (jacobian) 责 阵 JJCz) 为 


Br drs Ar, 
| 
Ys ds ,Ys 
Or) 一 Id 上 安 ， Qrv (4. 22) 


Af a a 
dr ax 3r， 
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Kx) = J x) + 1x) (4. 23) 
式 中 的 产 () 为 xz) 的 共 斩 转 置 抵 阵 ， 如 果 赫 米 特 算 阵 7 (x) 是 
负 定 的 ,那么 平衡 状态 x=0 是 汤 近 稳定 的 ， 这 个 系统 的 李 炎 将 请 
去 函数 为 
Vx) = ||: = f(r) (C4. 24) 
下 面 应 用 李 亚 普 诺 夫 定理 1, 对 上 述 结 论 作 出 证 明 。 由 于 V(x) 一 
xj: , 它 的 正定 性 质 是 自明 的 。 注 意 到 
Fer) = TO = TX Ur) (C4. 25) 
我 们 可 得 Vtx) 为 
Vr) = Cf) 十 fF Cf rx) 
— CXYFE)’ fx) 十 fF CXNT TY Cx) 
= ff" CHL Cr) + TI fx) 
=f"° Cx (Cx)f x) 
由 于 Jar) 是 负 定 的 ,那么 7Go 志 是 负 定 的 ,于 是 中 (xz)? 也 是 负 让 
的 。 这 样 定理 1 两 个 条 件 都 成 立 , 原 点 是 区 近 稳 定 的 。 
如 果 随 1z: 一 co 一 六 CC 在 全 空间 正定 ,并 趋 区 无 
穷 大 ,那么 所 讨论 的 平衡 状态 是 大 范围 稳定 的 。 
注意 ,要 个 7 (z) 为 负 定 的 ,就 要 求 J(x) 的 主 对 角 线 上 的 所 有 
元 震 不 恒 等 于 亏 ;如果 f(x) 实 际 上 与 x 元 关 , 那 么 就 不 可 能 是 
负 定 的 。 
[ 例 芒 利 用 克拉 索 夫 斯 基 定 理 米 确定 下 式 所 表示 的 系统 于 平 
衡 状态 x 二 0 的 稳定 性 ， 


5 一 二 了 
E 有 = 二 
村 = 让] .下 了 二 


对 于 这 个 系统 
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| OD 
1 =| | 
1 = |] Bs 


因此 
Tr) = Cx) + T(x) 


-| ] | 
1 — 2— 6 


由 于 J(x) 对 所 有 x 闫 0 是 负 定 的 ,所 以 平衡 状态 x 二 0 是 渐 近 稳定 
的 。 此 外 , 随 者 |x| 一 co 
TF XR) = Co i 一 人 2 00 

所 以 平衡 状态 + 二 0 是 在 大 范围 内 渐 近 稳定 的 。 

2. 变量 梯度 法 六 尔 次 一 吉 布 生 设想 李 亚 普 庄 夫 冰 数 可 以 
用 力学 中 有 势力 场 的 势能 所 具有 的 性 质 推 莹 而 来 。 从 力学 中 可 知 ; 
有 势 力 场 的 场 强 一 方面 是 无 旋 的 , 另 一 方面 又 是 抒 能 的 椰 订 的 负 
值 . 根据 这 一 线索 可 以 在 状态 空间 去 构想 一 个 状态 向 量 的 标量 活 
数 V(r) ,然后 去 检验 是 否 符 合 李 亚 普 庄 夫 函数 的 条 件 。 下 面 在 数 
等 上 说 明 镶 尔 次 一 言 布 生 方法 的 思路 。 


对 于 系统 
X= Fr,t) (Cd. 26) 
首先 疏 定 责 状 态 应 量 x 攀 成 的 某 个 癌 量 Stx) 是 无 毫 的 ; 即 
rots 二 性 
或 
一 划一 二 (1. 27) 
由 于 是 无 旋 的 ;, 必 是 写成 某 标量 函数 (比如 六 ) 的 梯 虔 ， 
一 gradV 一 WV er) C4. 28) 
并 且 S 杏 状 态 空间 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 。 从 而 又 可 以 求 出 标 基 
函数 灵 。 
* A 
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7 = jsrdz = | (YY)rdx (4. 29) 


为 简 合 起 见 , 取 积分 路 径 C 从 原点 出 发 , 沿 状态 向 量 的 各 分 量 方 
向 进行 ， 
V x) 一 | sids, 平 | saazs 下 | ”Sadz。 《4. 30) 


同时 还 可 求 出 所 的 表达 式 ， 


到 
于 = I IE 人 十 …… 十 2 【十 -31 ) 
注意 到 式 (4. 26) 和 (4. 28) ,上 式 可 写成 


T= SH) + + SA fz) (4. 32) 


这 样 求 出 的 V(x) 如 果 能 够 满足 李 亚 普 诺 夫 条 件 , 则 系统 源 近 稳 


定 。 否 则 ,可 以 修改 向 量 函 数 SC(x), 再 次 提起 注意 ,由 于 所 讨论 的 


是 充分 条 件 , 即 使 求 不 出 Ykz) ,也 不 能 说 有 明 系 统 不 稳定 , 舒 尔 厌 一 
吉 布 生 方法 给 出 的 只 是 一 个 思路 ,7 函数 是 由 慨 设 它 的 梯度 出 发 
的 ,因而 以 变量 梯度 法 得 和 名。 呈 体 步 驴 如 下 : 
GD 通常 假定 向 量 SCx) 具 有 如 下 形式 ， 
PuTi 十 pars dt + pin 
$= TV PuT! 十 past a (4. 33) 
wy ey Prn Tn 
式 中 系数 加 可 以 设 为 少数 或 上 的 函数 。 
(2) 根 据 式 (4.27), 有 po 一 za 可 司 未 知 系 数 pj 减少 Cn 一 
1)72 个 。 
(3) 应 用 式 (4. 32) 可 以 确定 玫 - 负 定 或 非 正 定 对 pi 的 限制 。 


《4) 应 用 式 (4. 30) 求 出 YCxz) ,根据 正定 要 求 确 定 系数 p;, 的 最 
后 取 值 。 并 且 进 而 确定 新 近 稳 定 的 范围 。 


”2 
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[ 例 2 利用 变量 一 梯度 法 构 制 下 列 系 统 的 李 亚 普 诺 夫 函数 ; 
| a 


设 V 的 梯度 为 


TV = I 本 国 na 
ds 十 2. 
于 上 是 VY 的 导数 为 
T 一 (SC 
= 
一 一 GUI 十 2011 一 GTT3 中 LTT 一 friTs 一 273 
(Al) 
让 我 们 试探 地 选取 
CH 一 1，2z da 二 沿 
那么 方程 (A1) 变 为 
VY = rl 一 2xx) — 2 
如 果 
那么 是 负 定 的 ,因此 ,方程 (A2) 就 是 x 和 zx; 的 约束 条 忻 . 梯度 
AT 为 
二 
ww- 
Dg 
注意 到 
Ti av ， 
可 以 看 出 ,满足 旋 度 方程 ， 拭 以 下 为 
rr, 二 人 Tn! | 一 十] 】 
一 | 下 十 | Prad i 
9 0 
i . 
一 二 十 万 (A3) 
2 
= 衬 和 。 
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由 这 个 李 亚 普 诺 夫 函数 ,我 们 可 以 说 在 
上 > TI 


范围 内 ,系统 是 渐 近 稳定 的 。 
为 了 说 明 由 方程 (4A3) 所 确定 的 李 亚 普 诺 夫 函数 不 是 唯一 可 


能 的 ,让 我 们 出 取 
i 和 dls 一 1 
国 (1 i | 四 | 革 ] 江 a 
i 
A 1] 一 re 
于 是 
VV =— 2x1— 223 
VY 在 整个 状态 平面 上 是 负 定 的 。WY 变 为 
2 工 ] 二 
TV (1 ra {1 一 0 
(1 = Tr tT 27 | 
由 于 
FIV 3 一 zs 
ars (CL = yy 
dV 3 — TixXs 


dr 加 (Ws Xxe)’ 


满足 旋 度 方程 ,所 以 Y 为 


本 2 区 0 
v=| I i 1 i 
[a i | 9 


3 市 | 
和 | -a 一 Xr) Ba 
2 (A4) 


耿 
三 = 站 一 一 一 一 一 


从 这 个 李 亚 普 诺 夫 函数 中 可 看 出 ,系统 的 原点 在 


“Ty 
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2 3 
范围 六 是 渐 近 稳定 的 。 

这 明显 地 表明 ,由 方程 (a&A3) 所 确定 的 李 亚 普 庶 夫 中 数 ,给 出 
的 崭 近 稳定 范围 比 由 方程 (Ad4) 给 证 的 李 亚 普 诺 去 函数 的 范围 小 。 
因此 ,后 者 的 李 亚 普 诺 才 函 数 优 于 前 者 选取 的 李 亚 普 诺 夫 函数 ， 

3， 线性 定常 系统 的 稳定 性 ”将 梯度 向 量 随 数 写成 式 (4. 33) 
形式 对 于 构 井 线性 定常 系统 以 及 线性 时 变 系 统 都 具有 蛋 要 意义。 
这 里 仅 讨 论 定常 系统 

万 二 六 {4.34) 
式 中 4 为 常 系统 短 阵 。 内 要 14| 关 0,x 二 0 为 平生 位置， 为 方便 起 
见 式 (4.33) 可 改写 为 


$= VY = Pr (4. 35} 
式 中 了 一 5p] ， 出 二 梯度 的 无 旋 条 件 式 (4.27), 有 . 
Pi 一 Pi C4. 36) 
即 已 是 对 称 官 阵 。 根 据 式 (4. 29) 舱 分 式 (4. 35) 可 得 VY 函数 表达 
去 : 
VV = rxPr= YPr (4. 37) 
可 以 看 出 ,这 祥 构 造 的 人 V 函数 是 状态 向 量 的 二 次 型 。 它 对 时 间 的 
导数 为 
V 一 Px + x PE (C4. 38) 
上 式 考 虚 了 P 是 对 称 奔 阵 。 注 意 到 状态 方程 (4. 34), 式 (4.38) 变 
为 
V = ra + PA = — riOr (4. 39) 
上 上 式 假 定 了 
一 人 一 各 旺 十 了 4 (4. 40) 


可 以 看 出 :如 果 所 构成 的 矩阵 了 是 正定 的 ,并 且 又 能 使 如 正定 ; 那 
么 就 能 使 Y 函数 稳定 ,VY 为 负 定 。 根据 李 亚 普 庄 夫 定理 1,x==0 处 
为 渐 近 稳定 。 对 于 定常 系统 ,由 于 有 4,P 和 旭 部 与 x 无关, 所 以 内 要 


ss 
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渐 近 稳定 就 一 定 是 全 局 渐 近 稳定 。 

设 吕 = 天 就 可 以 将 pj 就 a; 解 出 , 这 时 和 矩阵 P 的 正定 条 件 可 以 
归结 为 系统 矩阵 的 元 素 a;; 所 以 满足 的 条 件 。 可 以 证 明 , 这 组 条 性 
就 是 线性 定常 系统 稳定 性 劳 斯 判 据 ， 这 就 将 李 亚 普 诺 夫 理论 和 线 
性 定常 系统 的 稳定 性 理论 弹 一 起 来 了 。 读 者 不 妨 以 二 阶 系 统 为 例 
作 一 练习 。 

[ 例 4 研究 宇宙 飞船 围绕 惯性 主轴 的 运动 。 欧 拉 (Euler) 方 程 
为 

Aw,. 一 {BO— Cww,= TIT, 

Aw, — (CC— Aww, 一 了 ， 

Aw, 一 (4 Be,w, 一 了 了 。 
式 中 A,B, 和 局 表示 围绕 三 个 主轴 的 惯性 和 ;ww,,w, 和 w, 表示 图 
线 三 个 主轴 的 角速度 ;了 T,,T, 和 了 . 表示 控制 力矩。 

假设 宇宙 飞船 在 轨道 上 吞 滚 ,希望 它 停止 番 滚 ,这 就 需要 加 土 
控制 力矩 ,假设 控制 力矩 为 


T=hAvw; T,=kBeo,; 了 .一 有 Co 
试 确 定 系 统 渐 近 稳定 工作 时 的 充分 条 件 。 
[ 解 ] 假 设 所 取 的 状态 变量 为 ; 
于 是 系统 的 方程 变 为 


2 ( = ror = 
了 | 

= < 生 = 1 = 
Ee 
人 


“BB 
va 安 Ja 一 Rx, 


或 者 为 


"2177 
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总 亡 
1 网 3 ~ 
el] 证] 
| 和 
| BT 记 ; EB 3 
3 1 五 1 
RR | 
平衡 状态 是 原点 , 即 x 二 0。 如 果 我 们 取 
FP: 0 和 
Vix}y—=r PrC—x lo BB: GIx 
dj 0 CC 
=Ari 二 Birit Cr 
显然 是 正定 的 。 而 V(x) 的 导数 可 写 为 
Te ) 一 好 Pr 十 wrPx 
28 4 0 0 
一 好 | 0 2 DT 
0 2 
令 
2 A’ D | 
0=| 0 2hB: 0 
0 屿 PRC 
于 是 
Vr) = x Ox 


如 果 Ris karks 0 是 针 定 矩阵 ， V tx) 也 是 负 定 的 。 国 此 ,系统 判 
近 稳 定 . 注 意 到 , 当 |x| 一 co 时 ,有 Vtx) 一 5, 平衡 状态 为 大 范围 稳 


十。 
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习 题 


1. 试 求 图 5-1 所 示 的 具有 死 区 
的 继电器 型 的 描述 函数 。 

2. 图 5-2(a)? 表 示 具 有 死 区 和 请 
环 的 继电器 型 非 线 性 的 输入 一 输出 
特性 曲线 ;图 5-2Cb}) 表 示 上 共有 这 种 非 
线性 的 继电器 的 输入 和 输出 波形 ; 求 
描述 归 数 ， 


gi 二 了 sin(at 二 者) 
(pb) 


图 5.2 ka: 具有 死 区 和 谐 环 的 继电器 型 非 线性 的 输入 一 输出 特性 曲线 ， 
《的 具有 死 区 和 汪 环 的 继电器 型 非 线性 的 输入 和 输出 波形 
3. 对 于 由 图 2-16 所 描述 的 控制 系统 ,在 站 一 0.2 情形 下 将 至 
需 一 个 吓 一 5. 97/ 秒 的 极限 环 ,如 图 2-17.。 如 要 求 极 限 环 的 频 举 减 小 


2 
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到 4/ 秘 , 试 确定 C4) 增 将 的 变更 。 (提示 :假定 Gtjw) 的 相位 不 
变 ,) 

4. 图 5-3 疙 示 了 一 个 带 有 库仑 摩擦 的 二 阶 随 动 系统 。 库 公 摩 
擦 是 一 种 摩擦 力 , 它 与 速度 的 天 小 无 关 , 但 是 它 的 方向 总 与 速度 方 
向 相反 。 设 系统 的 初始 对 件 为 :(1) el(0)=2.2,éE (0)=0;(2) < 
(0) 一 3.5， at0) 一 0。 试 在 e 一 上 平面 上 画 出 相 轨 迹 。 殷 设 系统 常数 
为 下 一 2 一 1 和 下 一 1。 


图 5-3 带 有 库仑 摩 探 的 二 阶 随 动 系统 
5. 设 系 统 如 图 5-4 所 示 ,输入 量 # 为 单位 斜坡 函数 。 坛 画 出 。 
一 6 半 面 上 的 典型 可 策 耻 。 


tH 


引 5-4 ” 非 线 性 控制 凶 统 图 5-5 单 拱 
6. 设 单 捍 如 图 5-5 所 示 。 该 系统 的 方程 为 


8 一 一 Ssing 


试 求 其 相 轨 迹 方 程 。 并 作出 相 平 面 图 。 


- 280 。 
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nes 


试 求 其 平衡 状态 ,并 确定 其 稳定 性 ， 
8. 这 用 变量 梯度 法 确定 线性 时 变 系统 
二 A) 
原点 的 稳定 性 。 式 中 


9. 试 证 明 系 统 


Xl Xa 
ts =— Car TT Aartixe) 


当 0,as 让 0 时 是 全 局 浙 近 稳定 的 ，。 
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第 五 章 “离散 系统 


离散 系统 在 这 里 是 专 指 时 间 坐 标 是 离散 的 情形 下 的 控制 系 
统 . 下 面 着 重 阐 述 离散 系统 的 状态 方程 ,传递 函 数 以 及 相应 的 数学 
方法 . 


Ss 1 离散 系统 的 状态 方程 


一 个 系统 的 状态 方程 或 者 传递 遇 数 ,从 根本 上 说 ,是 基于 实际 
测 明 结果 推演 出 来 的 . 这 种 测 盘 ,特别 是 数据 的 提取 ,在 很 多 情形 
下 没有 必要 也 不 可 能 连续 地 进行 . 无 论 通 过 电子 数字 计算 机 的 日 
动 采样 或 者 人 工 提取 都 是 这 样 . 而 所 建立 的 连续 形式 的 状态 方 行 
或 者 传递 函数 是 根据 一 整套 连续 量 的 数学 理论 进行 推 想 的 结果 . 
由 于 电子 数字 计算 机 的 发 展 与 应 用 ,连续 形式 的 数学 关系 不 断 显 
示 出 自身 的 局 限 性 . 从 牛顿 一 莱 布 尼 兹 时 代 已 经 开始 了 的 关于 不 
连续 量 的 数学 关系 的 研究 到 了 二 十 世纪 中 期 得 到 广泛 的 应 用 和 发 
展 . 
一 、 离 散 函 数 的 解析 表达 式 
1. 讽 数 的 离散 形式 ”完全 不 连续 的 量 称 为 离散 量 . 量 的 高 做 
形式 是 多 种 多 样 的 :可 以 其 规则 的 ,也 可 以 基 不 规则 欧 , 或 者 随机 
的 . 最 简单 的 规则 的 高 散 量 是 周期 性 的 . 比如 目 然 数 , 义 是 以 ] 为 
周期 的 最 简单 的 离散 量 . 周期 为 了 的 离散 量 是 这 样 一 个 无 穷 数 
列 
一 一 C1.1) 
我 们 将 集中 研究 这 类 离散 量 及 其 函数 . 如 无 特别 说 明 , 后 面 提 到 的 


“28 " 8 
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“离散 ”… 词 就 是 指 周 期 性 的 . 
现在 进一步 讨论 离散 量 的 函数 .图 1-1(a? 所 表 未 的 函数 
y= fi) (1. 2} 

是 时 间 上 的 连续 晴 数 . 目 变 量 : 和 和 因 恋 基 » 一 般 都 定 值 在 连续 区 
由 上, 仍 奶 上 是 一 个 如 数列 (1.1) 所 描述 的 离散 量 , 即 -- 个 周期 性 
的 数 的 集合 ,那么 以 这 种 离散 的 上 为 外 变量 的 图 数 y 尽管 仍然 具 
有 和 图 1-1(a) 所 表示 的 那 种 对 应 关系 ,但 是 只 在 由 数列 51.17 所 
构成 的 一 列 孤 立 的 点 上 成 立 . 不 包含 这 些 点 的 所 有 并 区 间 如 (一 
27 了 ,一 TD) 0,7T) 等 等 ,7 都 没有 定义 .yy 和 上 之 间 的 关系 只 能 表示 
为 图 1-14b) 那 样 的 一 列 数 . 或 者 写成 数列 

一 2 一 了 107TD FET 7 (1. 3) 
这 个 数列 也 称 为 谢 前 为数 , 记 作 /CkT). 


图 1-1 连续 函数 离散 化 

上 面 只 讨论 了 函数 定义 域 的 离散 化 . 事实 上 ,函数 本 身 的 取 值 
也 可 以 是 离散 的 . 数字 计算 机 中 的 数值 是 整 量 化 的 . 这 是 离散 性 的 
另 一 方面 表现 .这 里 重点 研究 定义 域 的 离散 化 问题 . 

2. 离散 函数 的 解析 表达 式 

图 1-2 形象 地 表示 了 离散 函数 , 即 函 数列 41. 3) 的 连续 函数 了 
(9 的 产生 过 程 . 这 是 电子 数字 计算 机 的 采样 示意 图 . 计算 机 通过 
采样 开关 从 连续 量 ( 或 称 模拟 量 ) 取 得 离散 数据 -采样 开关 由 周期 


" ZH " 
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为 了 的 脉冲 列 控 制 . 脉冲 出 现 - 着 
次 ,开关 闭合 一 下 ,计算 机 取得 一 7 


个 数据 . 开关 财 合 的 时 间 极 短 , 可 
以 丢 “tH. 十 ,1 { eke 
处 怨 略 不 计 . 在 开关 靳 开 时 ,计算 /人 


机 不 能 取得 数据 ,离散 虹 数 在 这 上 段 
时 间 没 有 定义 .但 是 浆 了 简化 对 交 图 1-2 采样 开关 

南 了 消 数 的 表述 ,我 们 对 离散 函数 在 

没有 定 久 的 区 间 上 进行 人 为 赋值 . 假定 牧 们 大 为 瞬 值 为 等, 并 对 这 
祥 赋 值 以 后 而 连续 起 来 的 函数 以 A (四 来 表示 ,那么 

[7 (ET 一 不 了 


人 (点 二 总， 一 1， 十 2…) 
[Rs 
(1, 二) 
注意 到 单位 脉冲 冰 数 的 定 羡 ; 
| 2e 一 
fo Tr}=s {1.5) 
19 eT 
并 且 
| sd — rdi=1] ”0.6) 


t 一 rz 处 是 人 函数 的 奇 点 ,这 点 的 取 值 没有 意义 . 通常 以 其 积分 仁 来 
表示 脉冲 的 特征 值 -一 强度 , 令 f=, 式 (1.5) 和 和 (1.6) 变 为 
3 — 47) = | 0 E123” 
0 EAT ER 1)T 
以 及 
| 0 — kT)dt = 1 


将 8G 一 kT) 对 如 取 和 ,并 记 作 6, 于 是 到 (是 一 个 周期 为 了 
的 离散 函数 ,描写 时 间 间 隔 为 的 脉冲 列 ,如 图 1-3. 
如 果 将 这 和 样 定义 的 名人) 和 连续 函数 Adt) 相 滋 , 就 可 在 脉冲 


”284， 
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强度 意义 上 描写 式 (1. 4) 的 离散 


羡 数 Fy ,Bp 是 
f= fr) (1.8) Sr tt) 
. [ul 
人 人) 一 2 了 RD — A) fm 
C1.9) 
由 于 他 函数 的 性 质 , 上 式 也 订 改 图 1-3 脉冲 列 
写 为 


了 


FD = FRETYISG— £7) 
二 一 co 


(1.10) 
式 (1.10) 所 表示 的 消 数 表示 于 
图 1-4. 图 中 带 箭头 的 脉冲 高 度 
强调 表示 所 描述 的 是 脉冲 强度 -2 9 了 和 多 | 
值 . 如 果 拒 3 函数 定义 的 脉冲 强 

度 当 作 通常 的 脉冲 幅度 ,那么 图 图 1-4 ”调制 脉冲 列 

1]-4 和 图 1-1(b) 是 一 致 的 . 用 式 (1.10) 或 (1.9) 来 描写 离散 蝗 数 
产 ( 中 比 用 式 (1.4) 或 隙 数列 (1. 3) 来 表示 要 简单 得 多 . 所 以 式 
(1. 9) 或 (1. 10) 的 函数 形式 常 被 采用 . : 

式 (1.9) 或 (1 10) 还 十 分 形 狂 地 描写 了 计算 机 的 采样 过 程 . 如 
果 图 1 一 2 中 控制 采样 开关 的 脉冲 列 用 人 人) 来 描写 ,那么 式 (1.8) 
就 表示 离散 隙 数 广 所 是 连续 函数 广 ( 提 对 及 种 列 训 的 幅度 的 
一 种 调制 . 图 1-4 所 表示 的 怡 怡 就 是 这 种 调制 的 结果 . 

在 控制 理论 中 ,大 多 数 问题 总 是 把 * 一 0 取 作 时 间 的 起 点 ,不 
葵 碟 抽 半 轴 情 形 . 离散 汕 数 的 表示 形式 也 是 这 样 . 式 (1.39) 利 式 
《1. 10) 的 取 和 通常 也 从 零 开始 , 即 
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f°) = Df — kT) 《1. 11) 
t= 


或 f° = YFRTISG — ET) C1. 12) 


这 种 表示 和 连续 函数 假定 <0 时 A) 二 0 是 一 致 的 . 

3. 阶梯 函数 对 连续 函数 的 通 近 ”人 工 末 样 或 者 计算 机 日 动 
采样 ,总 是 把 周期 了 取得 足够 
小 ,使 采样 周期 内 的 连续 函 数 倡 
的 变化 充分 小 ,以 致 每 次 乐 样 所 
得 到 的 数值 可 以 充分 代表 在 一 
个 周期 内 的 达 组 函数 值 . 用 图 形 
表示 ,就 是 用 阶梯 函数 来 取代 连 
续 函 数 , 如 图 1-5. 根据 冰 数 连 缕 
. 性 可 以 证 明 , 只 要 采样 周期 荆 足 

图 1-5 阶梯 函数 够 小 ,阶梯 函数 和 连续 尔 数 之 疾 

为 一 阶 小 量 . 阶梯 函数 通常 记 作 

亡国. 如 图 1-5 所 示 , 廊 人 可 以 通过 将 离散 函数 广 人 在 每 一 时 到 
kT 之 值 恒 定好 保持 时 间 间 隔 工 来 实现 的 . 


1 


注意 到 脉冲 函数 的 积分 是 阶 雅 函数 ， 
’ 1 {zt > fo) 
[ocr — wdr = | (1. 13) 
b 0 (f < tn 


如 图 1-6 所 示 ,6 一 加 ?的 积分 是 单位 阶 瞩 函数 ] (一 to). 亿 具 
有 保持 脉冲 幅度 的 功能 , 国 此 雇 (t) 可 以 由 六 函数 的 积分 米 构 成 : 


f= OO + Un — fC ~ WTI Slr — kT)dr 


(1. 14) 
根据 式 (1. 12) ,上 式 可 变 为 


Not sa er fr) ~- f(r Co Tdr (1. 15) 


* Bb 
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从 离散 沙 数 广 (i) 


到 阶梯 函数 62), 在 计 站 一 各 
算 机 里 是 通过 存储 器 的 | | 
记忆 来 完 契 的 . 采样 数 加 
据 的 存储 器 又 称 为 保持 | | ~， | 
种 (a) 2tb} 

应 当中 调 指出 ,六 
(站 对 ft2) 的 遂 近 不 是 无 


图 1-6 了 滑 数 的 积分 
限 的 , 这 特别 是 因为 采 


样 周 期 在 许多 实际 问题 中 不 能 看 作 是 无 限 小 . 下 面 集中 讨论 函数 
的 有 限 开 近 方 法 ;通常 称 为 有 限 差 分 法 . 

二 、 状态 方程 的 离散 化 

1. 一 阶 微分 方程 的 痉 分 形式 ” 设 阔 数 ft2) 的 离散 形式 为 f 
(人 则 关门 的 一 阶 导 数 也 可 近似 地 表示 为 


dj Ar +4 DT — fT) 
dr 人 (1.16) 


同 还 ,对 于 一 险 微 分 方程 
oY 人 Ci.173 
也 可 近似 表示 为 
-一 一 一人 一 一 一 ayv{tgl) glgkd) 
或 
vy IT) = CaT + ytRT) 十 了 BCET) (1.18) 
上 上 式 是 一 阶 微分 方程 (1.17) 的 差分 形式 . 称 为 一 和 阶 差 分 方程 . 
为 简化 方程 的 表示 ,通常 令 本 ==1, 于 是 方程 01.198) 可 改写 为 


yt 二 1) = (Ca 二 y(t) 二 gC) (1. 19) 
2. 驮 访 方 程 离散 化 ”对 于 线性 系统 的 状态 微分 方程 
EO) = ACAOXE) 十 加 [于 [站 【1. 20) 
， 人 蕊 六 于 
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不 难看 出 ,对 应 的 差分 方程 为 
x 外 十 1) 二 CACE) 十 xCk) 十 BOR)WCE) 《1.21) 


或 者 写成 
x 十 1) = PCYCE) + OCRYuCk) (1. 22) 
式 中 
PE} 一 ACE) 十 了 (1. 23) 
QF) = Bk) 《1. 24) 
微分 方程 (1. 20) 写 成 差分 方程 (1. 22) 的 过 程 ,通常 称 为 连续 
状态 方程 的 离散 化 . : 


事实 上 ,通过 状态 转移 方程 可 以 进行 更 精确 的 离散 化 . 以 定常 
系统 为 例 作 一 说 明 . 设 状态 方程 为 


X(t = 过 人 十 Butt) C1. 25) 
注意 到 系统 的 状态 转移 距 阵 为 
Bi) = evn 《1. 26) 


由 式 (1. 25) 表 示 的 系统 ,其 状态 转移 方程 为 
I{F) = Bt, to XE) 十 B10) | Bor)Bur)dr 
或 
Yt) 二 easrox(ty) 十 e*| cr“Budz 《1. 27) 
设 1= 十 TT ,#6 二 并, 则 
x Ck + 1)T) = ex(kT) 十 et) etBur)dr 


如 果 用 大 本) 来 近似 (Cr) CT 过 fr 近 什 十 1)T), 并 且 作 变量 蔡 措 ， 
上 式 可 写成 
wt [| ede ] BucaT) 
今 芽 二 1, 上 式 也 可 写成 方程 (1. 22) 的 形式 : 
xtk | 1) = Prik) + OBu(k) 1.28) 
* 
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不 过 这 里 
P =e 《1. 29) 
0 一 [| orar)B 《1. 30) 
， 如 果 式 (1. 29) 和 (1. 30) 进 行 指 数 展 开 ,并 取 一 阶 近似 , 则 归结 为 式 


(1.23) 和 .24). 本 网 方程 (1.22) 一 (1.24) 所 震 示 的 离散 化 方法 
是 方程 (1. 28) 一 (1. 30} 所 表示 的 方法 的 一 阶 近似 . 


网 理 ,对 于 送 续 的 输出 方程 
PE) = COOXED 十 Daynu(tt) 01. 31) 
可 以 写 出 差分 形式 为 
PR) 一 CARIXTOE) 十 Dk)utk) (sae 
归纳 起 来 ,由 离散 方程 
天 (中 十】 = P(ERIXCR) TT QR OU) (1. 33) 
PE) = CRITCE) 十 DIK)ntk) 《1. 34} 
所 描写 的 系统 称 为 离散 系统 . 很 多 实际 问题 所 能 直接 求 得 的 方程 
东芝 是 离 蕨 的 ， 
三 ,离散 状态 方程 的 移 代 解法 
现在 讨论 离 获 状 态 方 程 的 解法 . 


假定 系统 是 定常 的 ,状态 方程 由 式 (. 33) 所 表示 , 则 令 二 0， 
1 ,2…，, 么 次 代 人 方程 (1.237 可 得 :， 


xf1) 一 PrC0) 十 Cutn) 《1. 35 
x(2) 一 Pr(1) 十 Qudl) 
一 P2xr(0) 十 POu(O0) 十 Qutl) (1. 36) 
上 一 1 
XE) 一 PixK0) 十 Dp Qn) (1. 37) 


41 一目 


上 述 过 程 一 直 进 行 下 去 ,就 可 求 得 任意 时 刻 上 7 的 状态 变量 . 


有 
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这 是 一 种 迭代 过 程 ,在 计算 机 上 计算 起 来 非常 方便 . 式 51.37) 表 示 
这 代 过 程 的 一 般 递 推 关 系 . 根据 式 (1. 37) 可 以 求 出 方程 (1. 33) 的 
一 切 数 值 解 . 式 (1, 37) 因 而 称 为 离散 的 状态 转移 方程 . 
四 、 人 口 发 展 方程 
作为 例子 ,介绍 宋 健 等 建立 的 人 口 发 展 方程 ” 
假定 下 面 的 讨论 是 对 荣 个 国家 而 言 的 . 先 说 明 所 设 定 的 量 的 
会 义 ; 
上 一 年 份 
mm 一 可 能 活 到 的 最 高 年 龄 . 
zi(&) 一 年 份 &: 年 龄 为 岁 的 人 口 数 忆 二 0;]，… ,mm). 癌 量 x 
(RE) 二 CzotR) TC yTm( 电 )] 表 示 年 份 束 ;年龄 分 别 为 0 内 (未 满 
周 鹤 ) ,1 央 ,mm 才 的 人 人 口 分 布 . z 
zt 一 年 份 为 ,年龄 为 i 岁 的 人 口 相对 死亡 率 . 显然 
RE (= O01,m Oo 1) 
pntk) = 1 
[1 一 请 一 年 份 为 有 ,年龄 为 1 的 人 口 存活 率 . 
[1 一 让 CD 人 迟 ) 一 年 份 浆 友 , 年 龄 为 i 的 人 中 能 够 活 到 下 一 
年 的 人 口 .这 部 分 人 口 到 年 份 &++1 就 变 为 ?十 ] 岁 了 . 
于 是 人 口 系 统 的 自然 发 展 关系 为 
f zi 二 1) = 0 — pk) ro lk) 
atk 二 1) = [1 p(k rR) es 
Ta 十 1) = [C1 一 p11) 
假定 外 部 因素 对 该 系统 的 扰动 ,诸如 移民 .战争 ,灾害 等 可 以 
用 有 (下 一 -Ca CE) ,uw_1 (此 表示, 则 人 口 发 展 方程 
(1.38) 变 六 
* 宁 峙 等 :大口 发 展 过 程 预 测 , 中 国 科 学 198009) ;920. 
= 从 
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Ti 外 十 1) 二 [1 一 otk TotR) 十 walk) 
Tot 二 1) = Rr) 十 ww () | 
(1. 39) 
Tn 十 1) 二 C1 一 让 1 (不 )] 十 到 mm 天 
现在 分 析 人 口上 出生 问题 .假定 : 

mr) 一 年 份 为 有 年 龄 为 人 口中 妇 性 比例 . 据 1980 年 统计 ， 
平均 为 0. 487. 因此 让 办 女性 人 人 人口 汶 ww (Rx; (8). 

/一 表示 一 个 妇女 在 生育 年 龄 惧 里 第 ; 岁 生育 的 几率 ,或 者 ， 
岁 妇 女 中 生育 人 数 占 全 体育 龄 妇女 的 比例 .向 量 下 所 表示 的 分 布 
称 为 生育 模式 . 

is 一 分 别 为 妇女 生育 年 龄 的 下 限 和 和 上 限 . 

h 所 表示 的 分 布 显然 是 归 一 化 的 ; 


> = Cha 
这 样 , 在 年 份 关 ,it 岁 育 龄 妇女 的 生育 人 数 为 hve (ET). 年份 明 
生育 妇女 的 总 人 口 数 为 
Wk) = Dhlk) riCk) (1. 41) 
假定 一 个 妇女 在 年 份 训 半 均 生 育 的 要 儿 数 为 8C&) ,于 是 年 份 玉 周 
生 的 人 口 为 
PRE) 一 PEIDCE) (1. 42) 
设 械 儿 死 亡 率 为 由 使 ) ,于 是 存活 的 要 儿 为 
Ti 是) = CT 一 vORIIGCE) C1. 43) 


考虑 式 (1. 41) 和 (1.42);, 上 式 变 为 
Xotk) = C1 一 vkRIIRCE) Dr CR)TAE)Y (01.44) 


将 方程 (1. 44) 和 1. 39) 联 合 起 来 就 可 得 到 (十 1) 维 状态 向 
量 的 离散 方程 . 但 是 示 健 等 人 为 突出 生育 控制 ,将 式 (1.44) 代 入 方 


* 291] ， 
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和 在 组 41. 39) 的 第 一 式 而 得 mr 维 向 量 方程 ， 
(是 十 于 ) = HOR)XCE) 十 POEIBOEIXCE) 十 u(tR) C1.45) 
这 里 x(&) 和 wtk) 都 是 mr 维 向 量 


ri Ck) Tw CR) 
x(k) 一 0 ， KE)》 二 I (1. 46) 
Tm zw 
互 (ED 和 吾 ( 才 都 是 嫩 X 志 惩 阵 
0 0 “ 0 
11 一 A Ck) 0 0 0 
HtEk) = 。 
0 1 ratkR) 2 
L 0 0 1 mit) 0 
C1. 47) 
[To 0 oe BRDY oe balk) 0 1 0 
| 0 
B(k) = 
| 
1,48} 


BbAR) = Cl Oo pa CRILY — volk) DI hawk) 
(= ri lr) (1. 49) 
五 人 ) 称 为 状态 转移 惠 阵 ,BC8) 称 为 生育 吓 阵 . 
以 上 就 是 人 口 发 展 过 程 的 离散 模型 ， 


§ 2 ”离散 状态 方程 的 = 变换 
以 前 应 用 了 拉 普 拉 斯 变换 ,使 得 线性 定常 系统 的 连续 状态 方 
程 的 推演 和 求解 大 为 简化 . 这 里 引入 = 变换 ,以 期 简化 离散 状态 方 


二 这 是 瑟 这 
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程 的 求解 . 


一 、z 变换 的 定义 
首先 研究 离散 隐 数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 设 
HA S/T 一 类 了 了 ) (2. ] 》 


三 CD 的 拉 普 拉 斯 变换 象 丽 数 为 
F* (5) 一 SC CD 
= 3 f(TIOG 一 HT ye- 
根据 人 函数 的 性 质 ,上 式 变 为 


ey 


FPC) 一 ACTJei (2. 2) 
可 以 看 出 ,F* ts) 中 含 : 的 因子 都 是 指数 ,为 简化 起 见 , 令 
2 (2.3) 
式 (2.2) 变 为 
F* {s) 一 DA = F(z) (2. 4) 
上 式 是 关于 z 的 表达 式 ， 它 可 以 定义 -种 新 的 变换 ， 称 作 > 变换 . 
定义 如 下 : 
离散 函数 万 9 的 = 变换 定义 为 
F(x) = $F* (1)) = DRT) (2. 5) 


Ftz) 称 为 (2 的 z 灾 换 的 间 孙 数 . 
应 妆 指 出 ,zx 变换 只 葡 离 藤 冰 数 广 (Df 或 了 (kT)1 而 定 浆 的 ， 
它 与 连 绪 函 数 f(z) 在 离散 点 以 外 的 各 区 间 取 值 无 关 . 有 时 为 简化 
书写 ,把 F(z) 写 成 
Flz) = $A) (2.6) 
其 意义 和 式 (2.5) 一 样 , 都 是 宕 示 局 离散 化 以 后 的 z 变 挽 ， 
- 例 说 设 0 一 102), 风 单位 阶 贱 了 数 , 求 F(x). 


-de 
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[ 解 : 
riz) 一 D1CRT)2T* 一 ] 才 -g 1 十 之 3 十， 


_ ] _ 
| 1— x ! 之 一 1] 
上 面 应 用 了 等 比 级 数 求 和 . 
[和 便 2] 设 
DD) 二 ew (00) 求 F(lx), 
[ 解 ] 
Fz) 一 ee 一 十 eg le ”ie ?二 . 
1] 
1 —e "ei Ze 
二 ,zx 变换 的 性 质 
下 面 介 绍 x 变换 的 儿 个 重要 定理 ,证 本 从 略 . 
1. 线性 定理 ; 


baf? C(t) 4 Bf? 2) = aF (rz)} TT Fz) 
2. 实数 域 位 移 定理 ， 
$CF" CE 1 = zF (2) — zf (0) 
以 及 
EF Co TT) = x Fz) 
3. 复数 域 位 移 定 理 : 
$Ce 一 ec 
4. 实数 卷 积 定理 ， 
F(z) FC) = 4? (2) ¥ f2 CF) 
式 中 


fr Of = PAG — RTIF ET) 
贞 一 心 


日 六。 
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= OETALI — £7) (2. 12) 
目下 二 . 


5. 初 值 定 理 : 
im ”ct 一 limF(z) 2.13) 
上 式 假 定 了 所 讨论 的 极限 存在 
6. 终 恒 定理 :如 果 范 数 (1 一 z 一 )R(x) 在 = 平面 的 单位 圆 上 和 
贺 外 没有 极点 , 则 
lim f° (2) = lim(l — x dF) 2.14) 
三 ,z 变 换 的 反 变 换 


1.F07 和 开 (z) 的 关系 ”前面 马 经 说 明 , 连 绪 国 数 7() 可 用 
阶梯 贤 数 (来 近似 . 这 时 


fF) = ff) + eT 《2.15) 
式 中 si (7 是 关于 了 的 一 阶 小 量 .上 式 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
Fels) == Fi(s) + eCT) (C2.16) 
趟 中 Fst?) 是 式 (.15) 所 表示 的 阶梯 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 
FC) 一 TF"(s) 一 Te TF (s) (2.17) 
将 上 式 右 边 第 二 项 中 e 7 开 展 并 取 一 阶 近似 ,得 
开 fs 一 了 下 (二 (7 (2,18) 
ez《T) 是 芽 的 另 一 个 一 阶 小 量 . 将 式 (2.18) 代 入 (2.16), 和 忽略 一 阶 
小 量 , 这 似 可 得 
Fils}y a TE*(s) (2, 19} 


根据 式 (2. 3) ,上 式 右 边 作 代 换 s = 元 inz ,于 是 
F(z) ~ Fs) (2. 20) 


. 上 式 给 册 了 上 蚌 数 的 拉 背 拉 斯 变 黎 与 > 变换 的 关系 . 由 于 = 变换 中 
了 不 能 趟 于 零 , 上 上 式 只 能 是 一 阶 近 亿 表 达 式 . 
2. 反省 积分 公式 ”注意 到 拉 普 拉 斯 反 谈 换 公 式 为 


a GG 
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i 1 a rt 
HE 了 SO di 2,21) 
对 于 tt 二 7 的 离散 铺 数 
FgkTY = | Foerds {2. 22) 
2 to— Fi 
注意 到 式 (2. 3), 有 
4 二 地 Inz， ds == -dx 
并 应 用 式 (2. 20) , 式 (2. 22) 恋 为 
FETY = 于 | Fcep= dz 《2 23) 
mT] 


上 式 的 积分 曲 小 忆 应 当 是 :平面 上 的 积分 曲线 症 z 平面 二 的 映 
射 . 式 52.22) 在 * 平 面 上 的 积分 暑 线 为 右 半 平面 上 平行 于 眼 轴 的 


直线 
;二 ce 十 jw ‘2, 之 本 
式 中 心 = 常 数 >0:oE (一 co 十 cc), 物 上 式 代入 式 (2. 3) ,得 
~ eT C2. 25) 
或 
Iz| 一 ec (2. 26) 


由 于 c 沁 0. 在 2 平面 上 的 积分 曲线 为 以 原点 为 网 心 :半径 大 
于 1 的 图. 因此 , 式 (2.23) 应 当 确 切 地 写成 


f(T) = HF de (k= 01,2%) (2.27) 
这 就 是 > 变换 节 友 演 公 式 . 
事实 上 , 式 (2. 27? 还 可 通过 办 闻 级 狼 展 开 式 从 = 谈 换 的 定妆 
求 得 ,将 式 (2. 5) 两 边 乘 以 = “可 得 
Fls)e t= fOr + FOT)et ?+ et FORT)2 十 


| (2. 28) 
根据 罗 关 级 数 的 系数 表达 式 ( 参 考 数理 方法 书 ),z ”项 的 系数 应 与 


* 296 * 
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| 
-村 一 
fT) -于 中 Pc)z 最 (2. 29) 
这 就 是 式 (2. 27). 上 式 右 按 的 意 交 等 价 于 复 变 函数 了 (zz 被 曲 
线 C 包 围 的 全 部 被 点 的 留 数 之 和 ，* 即 
fART) 一 > Res[FCe)zt is (2. 30) 
式 中 入 ] 4 芝 中 9 表示 天 (ze ! 在 Ct 内 和 侧 的 极点 . 
3. 部 分 分 式 展 开 法 ”由 于 在 线性 控制 系统 中 经 党 遇 到 的 > 
变 接 象 函 数 是 有 理 分 式 范 数 . 因此 ,部 分 分 式 展 开 法 求 反 变 换 有 很 


多 用 储 . 注意 到 许多 每 函数 的 分 于 着 带 有 因子 *，, 贡 币 将 tx)/z 
展 成 部 分 分 式 ,然后 逐 项 求 反 变换 .以 下 举 枫 说 明 ， 


[ 例 3j 设 
10% 
CO 
汶 FRET). 
[ 解 ] 因 为 
Fl(zx) 10 10 
之 一 2 1 
所 以 
oz lz 
F(x) = 一 之 一 1] 
由 于 
二 一 一 i < 


FETY 一 CPPre = 10(2*— 1) 
四 , 离 籁 状 闵 方程 的 < 变换 
设 离 散 定 浓 系 统 的 状态 方程 为 


"297 * 
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x 十 12 二 Pxrtg) TT Outk) C2. 31) 
”考虑 到 
g[y( 上 十 1 一 > 下 (zz) — zx(0) 
gzCPrtk)y = PX(2) (2. 32) 
[Ex = QUCz) 
式 中 下 (xz) 和 石 (2) 分 别 表示 xD 和 的 = 变换- 将 式 (2.32) 民 
入 (2. 31) ,整理 之 后 可 得 
(2) 一 《8 PY zxt0) 二 Ca — PY QV (x) (2, 33) 


于 式 的 反 挛 换 可 写 为 
rtk) = ts — PY zxtD) 十 对 Cs 一天) OU (Cr)) 
(2. 34) 
这 就 是 离散 方程 (2. 31) 的 解 . 对 照 该 方程 的 碗 代 解 : 式 (1. 37), 应 
当 有 
PF =z — P) '%) (2 08 
5 PQuD) 一 了 ITCzy — PY OU Cz)) (2. 36) 
可 以 证 明 上 面 两 式 成 立 , 由 本 
iCP] 一 SPrz-， = Pe! Pr? -Piz 十 
(3. 37) 
将 上 式 飞 以 Pz !' 之 后 再 以 上 式 去 减 , 可 得 
《1 一 Pz DCPY=I (2. 38) 
或 
Czi -五 $CP I 一 了 (2. 39) 
和 
$CP*] 一 【了 一 P)-izx (2. 40) 


上 式 的 反 变 换 了 总 征 陈 人 2. 357. 
和 连续 状态 方程 类 似 ,. 引 和 高 散 状 态 转 移 拖 阵 ， 
- 298 ， 
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BE) 一 1 — PY lx) (C2. 41) 
根据 式 (2. 40), 上 式 等 价 于 


Ek) 一 天 《 2. 42) 
根据 实数 域 的 负 位 移 定 理 , 式 (2.9), 有 
DE 1) =# i — PP) (2, 43) 


于 是 式 (2. 36) 右 迎 可 表示 为 
$C — P) QU CZ)] =B(h 一 1) * Qulk) 
| 人 人? 站) 
es Re) 
上 式 右 边 就 是 式 (2. 36) 的 左边 .因此 式 (2. 36) 成 立 ， 
综 上 所 述 ,离散 定 彰 系统 的 状态 方程 的 解 可 以 者 示 为 
XE) = BRIXCO) 十 BE — 1) * Qulk) 《2. 45) 
式 中 
DRIP = CT — PY le) 《22,462 
式 (2. 45) 就 是 前 面 提 到 的 凯 散 状态 转移 方程 ,BB (6) 为 离散 状态 转 
移 抢 阵 . 
将 式 52.451) 代 和 输出 方程 (1. 34}) ,就 得 到 离散 输出 向 量 ,还 可 
进一步 引入 离 启 系统 的 传递 消 数 每 等 . 
[ 例 43 设 离散 状态 方程 为 
zi( 站 十 1) =z(k) 十 1 
| za( 开 十 1) 一 一 0.16xli(E) — za(k)+ 1 


] 
ro 一 | | 
下 


是 
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于 十 


| 
= | — 0.16 = 


0 NC 
rz 了 一 P) | (z + 0. 2) Cz + 0. 8) 


E016 过 二 
U Cz) = $01) = 一 一 
= 
以 下 
之 =z— 1 ] i 之 
zx(0) 十 OD(z) -| S = | , 
= 六 |! 三 一 L2x 一 之 
= 一 1 
应 用 式 52. 33) 可 得 : 
Tz) =z PY lizxt0) + OU tz)) 
| (fe 二 中) 人 | 
辆 《1.84 C2) 
iz 十 站 27 二 0. 822 CO 工 
人 ee | 
| 6 9” ,18 
加 pe | | 
34116 了 | 
| 6 9 18 
Se < zs 十 .8 之 一 1] 
所 以 
I Ll | ki 22 a * 2 | 
z Ep DO, 2 -i jy 9.8) TT Ts, 
着 一 [有 (一 证 _ 
De Er, kt | 
| 6. 0. 2) o 《一 0. B&B) 18 | 
| 巅 


1 设 关门 一 sinet : 求 Ftz). 


=- 30 
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2, 设 


和 
人 


求 CkT). 

3. 设 目 前 国家 有 有 1 和 亿 人 口 ,A 内 的 城市 BB 有 1 和 干 力 人 口 . 
城市 B 每 年 有 4 名 人 口 离开 这 个 城市 , 价 每 年 从 这 个 城市 以 外 的 
地 方 以 2 多 的 人 口 迁 入 城市 B. 每 年 人 口 自然 增长 率 为 1 多 , 试 求 
10 年 后 城市 召 的 人 口 ， 


"DI = 
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第 六 全 随机 系统 


如 果 控 制 系 统 的 状态 变量 是 随机 地 变化 着 的 ,大 们 只 能 对 系 
统 的 统计 行为 进行 控制 。 这 样 的 控制 系统 称 为 随机 系统 。 受 量 的 
随机 性 订 能 来 源 于 环境 的 不 确定 性 或 者 系统 内 部 的 不 确定 性 ,也 
可 能 由 于 环境 剧烈 地 变化 而 引起 的 系统 内 部 的 不 确定 性 ， 在 这 样 
的 场合 ,如 果 系 统 依 据 环 境 或 系统 内 部 参数 的 变化 不 断 地 自动 修 
正 系 统 结构 参数 或 者 控制 变量 ,使 得 系统 的 行为 总 能 够 行 合 某 种 
控制 准则 ,这 类 控制 通常 称 为 自 适 应 控制 .随机 系统 的 日 所 应 控制 
是 现代 控制 理论 直 在 发 展 看 的 草 要 领域 。 全 的 赋 究 进展 对 于 人 工 
智能 的 开拓 ,控制 理论 在 社会 经 济 研究 中 的 应 用 以 及 控制 理论 与 
非 平衡 统计 物理 之 间 的 沟通 等 方面 将 起 着 草 要 作用 ， 

草 的 内 容 包 括 这 个 领域 最 基础 性 的 工作 ,重点 介绍 维 纳 滤 
波 和 卡尔 曼 4Kalman7 滤 滤 。 最 后 简要 介绍 自 适 应 控制 的 基本 思 


3 1 随机 过 程 的 基本 概念 


当 一 个 变量 计 以 准确 地 用 一 ' 个 时 间 本 数 来 按 述 时 ,这 个 要 量 
就 称 为 确定 性 的 。 但 实际 过 程 中 还 有 其 类 杰 量 。 它 们 既 不 能 用 
确定 的 时 间 函 数 来 描述 ,也 不 能 准确 地 加 以 重 现 ,这 类 变 重 称 为 下 
机 变量 。 随 机 变 基 的 统计 行为 可 以 是 确定 的 。 这 一 下 着 重 讨 论 承 
机 变 基 的 统计 平均 值 . 相 关 函 数 和 功率 频谱 密度 等 概念 ,同时 人 尚 略 
介绍 随机 过 程 的 分 类 ， 


“ 22"* 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


一 .平均 值 和 均 方 值 
一 个 随机 控制 系统 , 它 的 状态 变 基 、 输 入 和 输出 变量 都 是 随机 
变量 。 各 种 变量 随 着 时 间 随 机 


Sh eg a 
2 > 们 


的 集体 行为 。 这 种 由 许多 相同 
的 随机 系统 所 构成 的 集合 称 为 A 
系 综 . 图 1-1 表示 了 由 ”个 相同 


系统 构成 的 系 综 的 某 个 变量 的 。 
随机 过 程 。 统 计 平 均值 {或 者 均 。“ 


方 值 ;) 古 措 写 一 个 随机 变量 十 


f= 人 
分 重要 的 统计 值 。 对 于 一 个 系 
统 来 说 ,统计 平均 值 有 两 种 不 图 1-1 由 个 系统 构成 的 条 综 节 随 
同 含义 , 即 系 综 平均 值 和 时 间 机 过 程 


平均 住 。 随 机 变量 的 系 综 平均 值 也 称 为 数学 期 望 值 ， 

1. 随机 变量 的 系 综 平 均值 ”假如 组 工 系 综 各 个 系统 的 其 个 
随机 变量 = 随时 间 :的 变化 过 程 表 示 为 五 (szrztt)y r,t); 则 
当 ! 一 Ti 时 ,它们 的 到 值 相应 为 ,mtCTD ,rs(TD ,zr,(T) ,t= 
时 ,变量 x 的 系 综 平均 值 定 闵 为 


xz = (CT (1.1) 
1 一 1 
上 尾 望 的 系 综 均 方 值 定 六 为 
er = Da (1. 2) 


平均 值 和 均 方 值 都 是 变量 对 坐标 原点 ( 即 x 二 0) 的 妨 关 的 统计 
消 写 ， 如 果 不 考 卡 量 网 , 则 前 首 注 写 信 关 的 代数 平均 舍 , 后 着 搞 坟 
侦 状 的 算术 平 光 值 。 


中 号 门卫 
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前 面 的 讨论 是 对 于 条 综 而 育 的 。 只 要 于 足 人 能 大 , 系 纤 的 平均 值 
是 确定 的 。 并 且 了 可 以 取 电 上 的 一 切 可 能 卡 值 。 但 是 对 于 得 个 系 
统 来 说 ,在 任意 给 定时 刻 志 变量 上 的 取 值 是 不 确定 的 , 它 可 以 取 
系 经 每 个 成 员 所 取 的 一 切 可 能 数值 ,这 时 ,我 们 只 能 说 系统 在 时 刻 
1 ,变量 之 取 某 个 确定 数值 的 概率 Plzx,7) 导 多 少 。 或 者 表示 为 
| C1.3) 
忒 中 腊 x( 罗 代 和 从 工 可 以 于 明确 地 表示 出 :时刻 x 取 某 个 确定 值 的 
概率 。 
在 许多 场合 ,变量 x 虽然 是 随机 的 ,但 仍然 可 以 近似 志 看 成 
连续 的 。 这 时 变量 x 的 取 值 在 Cr,z 十 4z 内 的 概率 刻度 的 关系 可 


Be pee es (1.4) 
一 般 情 帝 下 ;总 吓 假 定 披 率 千 度 是 归 一 化 的 , 邑 满 足 
| zcx@) 人 C1. 5) 
F 式 概 定 了 变量 了 可 取 - 一 切实 数 。 否 则 积分 限 可 以 取 革 个 确定 的 
煞 恒 。 
在 这 样 的 场 台 干 ,变量 了 在 时 刻 1 的 系 综 半 拘 值 mxt?) 利 系 综 
顽 方 值 zfo0 可 以 写成 
mt) =| x przl) sd ‘1].6) 
gte) =| perd) ,td (1.7) 
平均 值 和 均 方 值 育 时 仿 音 地 记 秆 天 和 9 了。 而 
es | Cr 人 — mp ) td (1.8) 


中 描写 变量 二 在 时 刻 上 对 其 平均 值 mx 的 统计 偏差 ,of 通常 简称 为 
方差 。s 则 称 为 均 方差 . 
为 方 合 起 风 , 对 于 式 届 .6) 一 01. 8) 中 以 概率 密度 pLxrtt) ,2 
= 总 二 
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为 积分 核 的 积分 运算 
| 5 Daceo,adz 
记 作 EC ]。 于 是 式 (1. 6) 一 (1.8) 可 分 别 写 作 


mrt) 一 下 [人 Et》 (《] .日 》 
q(t) =ECzr: (tr) (1. 10) 
oe) =—=E{Crz(t) 一 mt(i) 2 C1.11) 


2. 时 间 平 均值 ”图 1-1 表示 系 综 各 个 成 员 的 某 个 变量 x 随 
时 间 的 变化 过 程 .只 要 这 一 过 程 被 测量 出 米 ,那么 任意 一 个 系统 在 
时 间 亲 隔 上 Cos 十 7 让 的 平均 和 值 , 均 方 值 和 方差 可 以 方便 地 表示 为 


Sp i t+ T 
Xl) 一 -到 |- ttt 一 m 


X(t) = 去 | Cd — gq 


Tn 


[了 他 ) 一 了 到] = | ce 一 midr = eae: 


ee 均 方 值 和 和 方差 则 可 写成 


7 =lim 地 | (at (1. 12) 
oq 一 [im n | CE)dz ‘(1.13) 
+ __il: ek 2 

J —lim 去 | CR nm] de 1. 147 


3, 平稳 随机 过 程 和 各 态 经 历 过 程 前面 过 论 了 两 种 下 均值 
的 概念 。 一 般 地 说 , 系 综 的 平均 值 是 随时 间 变 化 的 。 对 十 茶 个 随机 
过 程 如 果 系 综 的 统计 性 质 不 随时 间 而 亚 化 ,或 者 说 每 个 系统 的 概 
率 密 虐 不 随时 间 而 变化 ; 划 这 样 的 随机 过 程 称 为 是 平稳 的 .在 平稳 
随机 过 程 中 ,随机 变 基 的 统计 平均 值 与 时 间 无 关 , 即 
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mf) 一 [x(t)] 一 常量 (1.15) 
zf 一 五 [xzgt] 二 常量 (1. 16) 
{Crt 一 mr]) 一 常 其 《1. 17) 
对 于 半 稳 的 随机 过 程 ,我 们 假定 系 综 的 每 个 成 员 在 整个 时 间 
过 程 中 将 经 历 系 统 的 每 一 个 可 能 状态 (《 即 变量 z 的 每 个 可 能 到 
”和 慎 ), 并 妃 在 时 间 过 程 中 每 个 状态 的 概率 密度 与 系 综 的 统计 结果 一 - 
致 ， 这 样 的 随机 过程 又 称 为 各 态 经 历 过 程 ， 
在 经 典 的 统计 物理 中 ,过 程 的 种 往 经 万 是 作为 一 个 基本 假 让 
提出 玉 的。 在 壹 制 理论 中 ,很 多 场合 我 们 沿用 这 个 假定 。 
在 答 态 经 历 的 前 提 下 ,随机 过 程 的 时 人 间 平 均值 和 给 定 氏 启 的 
系 综 平 的 仁 是 一 致 的 ， 


和 {1]. 18) 

ErraCD 门 一 TO 一 9 (1. 19) 

ElCxrt) —m)) =r) -m= (1. 20) 
二 ,相关 孙 数 


两 个 随机 凑 卫 zz) 和 yt 部 是 随时 间 而 变化 的 。 如 果 其 中 一 
个 变量 在 任何 时 刻 总 是 以 基 种 方式 依赖 于 另 一 个 变量 , 则 称 这 两 
个 变量 是 相关 的 . 有 时 特别 称 为 互相 关 。 在 很 多 情况 下 ;同一 变 呈 
z(2) 的 当前 值 在 某 种 程度 上 对 沪 变 量 在 时 间 以 后 的 取 值 是 有 觉 
只 的 ; 即 t 十 如 在 一 定 程度 上 依赖 于 xz 这 种 相关 称 为 自 相 
半 。 相 关节 数 是 措 写 变量 间 相 互 依赖 程度 的 一 个 统计 测度 。 
以 下 如 不 作 特 别 说 明 ,假定 所 讨论 的 是 各 态 经 历 的 平稳 随 必 、 
过 程 ， 
1. 自 相 关 国 数 “” 符 导 #4..(7) 表 示 变 量 z 在 时 刻 上 的 取 什 工人 
与 村 刻 上 :十 z 的 取 值 之 癌 的 ee 


8-(n 二 lim 地 al + Dd (1. 21) 


| 
“306 ， 
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工 式 是 队 时 间 平 均值 角度 对 自 相 关 隆 数 所 作 的 定义 。 同 样 也 存在 
从 系 上 案 统计 出 发 建 和 江上 自 相 关 的 概念 ， 

设 pCrta) tyrtt 十 75》 ;t 十 刀 表 示 变 量 xx 在 时 刻 : 取 值 +) :在 
时 刻 ft 十 zt 取 值 x 以 十 避 的 联合 概率 密度 ,于 是 ,与 式 ( 忆 .21) 对 应 的 
系 综 统计 关系 为 


站 上 [ rl) rt tr) 
plett ts Tet TF Tt dr(tidtr + rT) cj. 23) 


对 于 各 态 经 历 过 程 有 
Plt) = ELTOOTH 十 于》 (1. 24) 
自 相关 函数 有 如 下 基本 性 质 : 
(3) p00) =E[x:(t)] 一 4 C1. 25) 
(2) PlT) —pl— Tt) (1. 26) 
(3) pulT) pO) (1. 27) 


性 质 品 ) 表 示 ?二 0 时 ,x(1) 的 自 相 关 针 数 等 于 它 的 均 方 值 。 性 质 
C2) 表示 自 相 关 函 数 是 偶 函 数 。 它 们 都 可 从 定义 直接 得 到 证 明 ， 
下 面 证 明 性 质 (3)。 注 意 到 
OEE!{rG + rT) 一 并 (2 

=Elr t+ — 2xtt rr) + x (ft)} 

=—=ECr tt 2ECTO rt tT EL (ry)] 

=29 一 2%.(7) 

=29,,(0) 一 2g9..(T) 
所 以 

PT) E02 (1. 28) 

2 互相 关 国 数 ” 蛮 旺 工 的 当前 值 x 也 可 以 影响 男 一 个 这 
量 y 的 未 来 值 yz ,互相 关 三 数 是 这 种 关系 的 统计 测度 。 用 fy 
《或 者 ECrCD yt 十 J] 来 表示 ,并 定义 为 


“wT 
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poD = lim 赤 | x Wy + Dd (1. 29) 
或 者 
ErzyG t=) | zyutr) 


* PETG IY Tt TF drt)dyt +r) 《1.30) 
类 似 地 ,对 于 各 坊 经 历 过 程 也 下 


PtT) = RL ytt + TY {1. 31) 
二 相关 隔 数 一 般 不 具有 日 相关 闻 数 那些 特点 。 不 过 和 和 目 相关 

消 数 相 类 似 的 ,有 
Pr) 一 Pt TT) (1. 32) 


上 式 右 边 9 的 足 标 xz,y 相对 位 置 发 生 斑 交 找 ,因此 六 不 意味 着 儿 ， 
(rt) 是 偶 函 数 。 只 当 y 一 过 时 ,互相 闫 函数 妆 结 为 日 相关 阴 数 , 才 满 
足 偶 基数 条 件 。 

3, 协 方 莽 对 相关 概念 进行 推广 研 可 以 得 到 肉 方 差 的 概念。 
设 两 个 随机 变量 x, 和 zs 分 别 在 时 刻 志 和 疡 的 系 综 平均 值 { 或 数 
学 期 望 值 ) 为 my 和 ma 人) 则 人) 和 rat 对 各 卢 平均 值 的 
假 差 志 癌 的 相关 性 可 以 在 示 为 
人 Et 一 Ca 一 
《1. 33) 
Ci 了 称 太 随 机 变 下 07) 利 ztt) 的 协 方差 
若 让 一 一; 则 c= 二 并 , 即 协 方差 归结 为 前 面 提 到 


的 普通 方 益 。 
召 所 讨论 的 随机 要 二 是 一 个 n 维和 疝 革 : 
rx Ct) 
T(t 
X(t!1) 一 . 
a 
。 
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那么 x 各 让) 的 并 和 天 (外 各 xDx tf) 时 … 个 (n Xn) 失 隆 ， 


四 
ET r | [Ry Te 
| 


Le j 
. 
ee 


tl 4d. 时 Eady 


(1. 35) 


趟 中 没有 明 丝 标 出 时 间 关系 ;但 瞳 告 着 不 同 的 分 量 可 以 对 应 不 同 
的 时 间 。 假定 mt) 是 随机 向 量 x(z) 的 系 综 平均 值 , 即 
mn) 


rk) 


mtt) = ELX() 一 (1. 36) 


ma (Pe) 
则 殉 阵 
Cr 一 一 [一 了 人 7 人 .37) 
定 关 为 随机 问 攻 xl) 的 协 方 着 和 矩阵 
三 ,功率 频谱 密度 
现在 讨论 白 相 关 函 数 的 物理 意义 。 自 相关 函数 g(r) 是 定义 
在 时 域 的 消 数 ， 对 它 可 以 进行 拉 普 拉 斯 变换 或 付 立 时 变换 。g: 
(的 什 江 叶 亨 换 梨 明 数 可 以 写成 


Ot) 一 | Fre dr C1. 38) 
注意 到 | 
t 一 Cosfoar) 一 jaintwr) 《1. 39) 
以 及 了 钙 ,,{T 是 偶遇 数 , 于 是 
-300 » 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 ww fi neprint,com.,cn 


D(Cjw) = | Pr (TYCOS wr)dr 一 PD, (Cw) (1]. 40) 


上 式 由 于 于.(jw0) 实 际 上 是 实 鸭 数 , 所 以 写成 出 :tw)。 男 -方面 ， 
芋 (o 的 付 和 站 时 反 变 换 为 


ps) 一 天 | Bl ed (1.41) 
2 工 一 昌 十 ， _ 
1 
PO 一 mi) Pwd ow (1.42) 


注意 到 式 人 .27) ,有 Go.40) 二 Xi(1)。 在 数学 上 ;这 是 变 司 x(t) 的 寺 
间 均 方 值 。 如 果 x(f) 表 示 某 种 电信 号 (电压 或 电流 ) , 则 xz 0) 在 物 
理 上 可 以 用 来 描写 信号 的 平均 功率 P,。 如 果 路 去 基 纲 因 于 , 则 可 
以 写成 

le er 二 | Bud (1. 43) 


这 表明 : 目 相关 靖 数 经 (Cr 的 付 立 吐 变 换 象 图 数 玫 ,. (ww) 指 写 信和 于 
平均 功率 的 频谱 第 度 , 简 称 功 率 知 度 或 频谱 密度 等 . 
` 特 殊 的 随机 过 程 
前 面 已 经 提 到 平 党 随机 运程 和 各 入 经 历 过 程 . 人 
函数 的 概念 再 介绍 几 和 神 各 有 见 的 随机 过 征 。 
1. 独立 随机 过 程 ( 白 叫 谨 过 程 ) 如 果 系 统 的 自 相 关 函 数 具 
有 如 下 形式 : 
Ft) = AD)Y {1.44) 
只 要 rz 天 0, 就 有 中:(r) 一 0. 可 多 ,过 程 任 何 时 记 的 状态 和 其 他 所 和 有 
时 刻 的 状态 是 互 不 相关 的 .根据 这 - :特点 ,这 种 过 程 被 定 饶 为 独 坪 


随机 过 程 ， 
将 式 (1.44) 代 人 人 式 (1.40) 可 得 
| {1.15) 
因此 ， 出 3 呵 机 过 程 的 功 六 糯 谱 密 度 是 性 守 值 既然 计 程 的 频谱 包 
:310 - 
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含 所 有 频率 ,并 量具 有 相同 的 强度 ,所 以 又 称 为 白色 品 声 过 程 ， 

严格 的 息 曲 声 是 不 存在 的 。 因 为 如 果 这 样 ,根据 式 (1. 43) ,将 
导致 平均 功率 P, 趋向 无 穿 大 。 在 实际 问题 中 ,只 要 在 所 考察 的 范 
围 内 功率 频谱 密度 下.-(o) 是 常数 ,就 可 认为 是 外 色 了 噪声 :相应 的 
过 程 就 称 为 独立 随机 过 程 。 

既然 对 和 不同 时刻 的 随机 变量 z 的 取 值 是 互相 独立 的 ,那么 联 
全 概率 密度 可 以 写成 ， 

pr ts rclta) tat tT ) ty 
= BOE Lt yt CI. 45) 

F 式 可 知 . 独 立 随 机 过 程 的 一 阶 概率 密谋 明 数 包含 了 该 过 程 的 全 
部 统计 信息 ， 

但 是 连续 时 间 肪 狂 立 随机 过 程 在 物理 二 是 不 和 存在 的 ,因为 治 
{1 种 公分 接近 时 ,有 埋 由 认为 + 0) 的 统计 信息 将 依赖 于 二 人) 
《 设 书 字 ) ,所 以 连续 时 间 的 独 焉 随机 过 程 只 能 认为 十 一 种 开 想 化 
的 运程 。 它 使 数学 处 理 简单 方便 。 而 独立 的 随机 序列 在 物理 上 是 
存在 的 。 例 如 站 数 宁 控 制 系 统 中 ,只 要 采样 间隔 足 矿 长 ,各 时 刻 的 
采样 值 就 可 以 芋 不 相关 。 后 样 , 独 立 随机 序列 又 称 为 月 色 噪 声 厅 
列 。 

2, 马尔 可 夫 过 程 式 (. 46) 表 明 , 对 于 独立 随机 过 程 , 任 休 
一 个 上 时刻 的 状态 茎 与 过 去 时 歼 无 尖 也 与 特 来 时 歼 无 天 。 如 果 一 个 
随机 过 程 现 在 时 刻 习 = 有) 遍 处 状态 了 二 z+0 鸭 概 姜 又 与 过 内 某 个 
上 时刻 { 三 二 #8_ ,所 处 的 状态 z= 二 z(t;_y) 有 美 , 而 与 过 去 那个 时 刻 以 
前 人 < 站) 的 状态 无 闫 , 这 样 的 过 程 称 为 马尔 可 去 :Markov) 过 
程 . 

没有 px) | 
示 过 去 各 个 时 刻 时 的 取 值 分别 为 x (00,… ,zx(84.-1) 的 茶 件 下 现在 
时 刘 工 取 x 工 (f 的 概率 密度 ,而 pirttr) |ztt_1 儿 家 壕 过失 最 邻近 
时 刻 了 权 <o 条 件 下 ,现在 时 刻 z 取 Go 值 的 概率 ,那么 马 侍 


2 
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可 去 过 程 可 以 表示 为 
pri) ett drlte od rh) = plrtt) [z(tts_1)) 
1. 47) 
号 尔 可 夫 过 程 强调 了 某 一 时 刻 所 处 的 状态 只 受 前 一 个 最 邻近 时 刻 
的 影响 ,而 与 更 早 的 时 刻 无 关 。 过 程 的 这 一 性 质 通 当 称 为 马尔 可 夫 
性 . 
由 于 式 (1. 47) ,我 们 可 以 推出 
PAxtt) TR 1 Tt 
= p{r{ty) | 人 二) 
= plxlte) | Til? * pixtis ds TLL) 
如 果 将 上 式 一 直 伞 推 下 去 ,可 得 
p{rtti) rely ere srltiyy 
= PAO Tt 0 * Plxlte 1) [rls 2)} pT) 
(1. 48) 
pir(i) |z(t; 局 } 称 为 转 称 概率 。 
和 独立 随机 过 程 的 问题 -一 样 ,马尔 可 夫 过 程 只 对 离散 的 随机 
夺 列 才 有 人 礁 确 的 合 义 . 
3, 高 斯 过 程 设 x 是 一 维 随机 变量 ,m 和 和 ga 分别 为 它 的 系 绾 
平均 值 和 均 方 差 ,如果 概率 密度 具有 烛 下 形式 ，; 
ee 1. 9) 
这 样 的 概率 分 布 称 次 高 斯 分 布 ,相应 的 过 程 称 为 高 斯 过 程 ,如 此 随 
补 过 程 是 平 入 的 * P70 种 三 ue rt 无 闫 ,概率 密度 沙 数 也 不 三 合 !, 
对 于 比较 -- 般 的 情形 ,过 程 可 以 是 不 平稳 的 ;并 旦 随机 变量 是 
随机 向 量 xtz)。 这 时 高 斯 过 程 的 概率 密度 沼 数 具有 如 下 形式 : 


ptr) = 


人 exp 1 一 3 — mC (x Oo mi} 


] 
COA)* | .| 
(1. 50) 
“312 。 
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式 中 < 人 是 二 维 随机 向 蔓 , 严 人 是 它 的 系 综 平 均值 ,Co 是 它 的 
协 方 孝 距 阵 

这 里 介绍 了 三 类 随机 过 程 。 前 两 类 即 独立 随机 过 程 和 马尔 可 
夫 过 程 是 以 过 程 的 相关 特性 来 分 类 的 。 而 最 后 介绍 的 高 斯 过 程 则 
是 以 概率 分 布 的 具体 形式 来 分 类 的 。 所 以 一 个 随机 过 程 既 可 以 基 
高 斯 过 程 又 可 以 同时 是 独立 随机 过 程 等 等 。 


2 维 纳 滤波 


维 纳 滤 波 讨论 的 是 线性 定常 系统 的 噪声 滤 除 问题 "。 它 假定 
所 考虑 的 随机 过 程 是 平稳 的 和 各 态 经 历 的 。 这 个 理论 屁 维 纳 于 本 . 
世纪 中 叶 为 解决 雷 法 傅 导 所 含 的 品 声 问题 而 建立 起 来 的 ,目前 在 
信息 处 理 中 有 着 广 汪 的 应 用 。 

一 、 维 纳 滤 波 的 提 法 

决定 性 的 伺服 系统 也 会 出 现 噪声 的 干扰 。 但 由 于 那些 系统 通 

. 常 宕 现 为 低 通 滤波 器 ,只 要 噪声 频率 足够 高 ;噪声 的 滤 除 可 以 简单 

地 通过 校正 系统 的 类 率 特性 ,改变 道 频带 来 解决 。 

如 果 系 统 有 用 信和 叶 与 噪声 有 重 夺 的 频带 ,所 说 的 简单 方法 很 
难 凑 效 。 并 且 , 由 于 噪声 的 随机 性 ,有 用 信和 号 也 必须 作为 随机 变量 
来 处 理 ， ， 

假定 理想 的 系统 如 图 2-1(a) 所 示 , 不 会 噪声 。 其 传递 函数 为 
Gzts) ,输入 为 2 ,理想 的 输出 为 yzt:)。 如 果实 际 的 系统 的 输入 
揣 混 入 噪声 01) ,实际 输出 y(1) 就 会 和 理想 输出 ys (2) 有 较 太 的 偏 
离 。 为 了 使 噪声 对 得 出 的 影响 得 到 抑制 ,我 们 将 传递 明 数 Gsts) 修 
正 为 Gts) ,如 图 2-1(b), 如果 台 (的 构成 能 够 充分 扼 制 噪声 对 和 葵 


* MN Wiener: ”The Extraploation Intarpolation and Smontoing of stationary Time 


Sieries” John Wiley f Sonse ly, Y. (948Y. 
让 可 到 
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出 的 影响 ,那么 y(t) 和 yat) 的 偏差 


Pl) = yt} — Yu tt) C2.1) 

降 至 最 小 值 .对 于 各 态 经 历 的 平稳 随机 过 程 ,用 e99 的 均 方 值 基 小 
来 衡量 , 即 要 求 

ett) = min， (2.2) 


这 个 关系 式 也 称 作 输 出 的 最 小 方差 条 件 ， 


局 nai) 
ut yt) uty} 
bm] 


(ay by 


图 2-1 将 机 系统 的 躁 声 
图 2-2 表示 所 述 的 数 
学 关系 。 G(s) 是 原来 系统 0 
的 理想 传递 函数 。 以 此 为 
参考 求 得 修正 后 的 实际 输 
出 与 理想 的 无 噪声 干 尖 的 -go 
输出 之 间 的 偏差 ,并 使 其 
最 小 。 这 是 维 纳 为 形象 地 
椎 这 实 际 传 递 图 数 如 (7 而 
建立 的 , 称 为 参考 模型 系统 ， 
注意 到 式 (1.25), 有 


EU = $0) 一 去 | gooda C2. 3) 


上 式 右 边 是 Bg.50) 的 付 并 叶 履 开 式 ,tjwm) 称 为 偏 莽 信号 et1) 的 
功率 频谱 。 为 求 出 实现 e*t) 最 小 的 条 件 , 需 要 具体 了 解 等 式 (2.3) 
的 含义 和 功率 频 诸 密度 的 表达 式 。 

下 面 首 先 探 讨 功率 频谱 的 传 韦 特性. 


" 3]4* 


Yin} 


图 2-2 驳 考 模型 系统 
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二 ,功率 频谱 的 传递 

1. 随机 的 输入 信号 和 输出 信号 的 相关 性 ”对 于 图 2-3 所 下 
的 单 输入 单 输出 系统 ， 
如 果 输 入 一 个 完全 确定 En pr EE 
的 输入 变量 x(t), 则 可 | 了 
以 得 相应 用 确定 的 输出 
变量 y07， 这 时 ,yet 与 图 2-3 单 输入 单 输 出 的 随机 系统 
xi 的 关系 如 以 表示 为 

人 3) ee 

但 是 对 于 随机 系统 ,输入 变 基 和 输出 变量 都 婚 不 是 兢 定 的 时 间 峭 
数 , 也 不 能 准确 的 重复 。 我 们 不能 根据 式 (2. 4) 简单 地 把 据 输出 和 
输入 的 决定 性 关系 .而 只 能 把 握 两 者 的 统计 关系 。 

根据 定义 ,xt#) 和 ee 


DT) 一 lim | TE YC dt (2 
Vu 
=| g(r TT Fdo 《性 
特 式 (2.6) 代 入 式 (2. 5)! 订 得 

Dr) = BLT) BT) 2.7) 

对 上 式 进 行 付 立 叶 变换 ,可 得 
Pjm) 一 GU) BC) (2.3) 
Dm) = GCIw DC) Gp. 


2. 功率 频谱 传递 酒 数 ”上 庄 式 (2. 8} 和 和 (2.9) 可 以 总 结 出 一 个 
规律 ; 当 功 率 频 谱 密 度 的 第 二 个 足 标 由 x 变 瘀 y 时 需 点 乘 以 传递 
国 子 (jc ). 

315 。 
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注意 到 式 (1.327 和 式 人 1. 40)， 
对) 一 By = Gf TB J 《2.10) 
Dw) = Co jo) (je) (2,.11) 
可 见 频 谱 密 度 第 一 个 足 标 改变 时 的 传递 因子 是 GC jw)。 
将 式 (2.11) 代 入 式 (2.9) 得 
Dj) 一 全 (一 Gu)D,, Cm) (C2. 12) 
这 束 是 希 包 求 得 的 输 并 
信号 和 输入 信号 之 间 的 
功率 上 旺 谱 窗 诬 关系 。 据 
此 ;图 2-3 所 太 系 统 的 功 


i i 


(0 


率 频 谱 的 传递 过 程 可 以 0 
由 图 2-4 来 描述 ， 
人 
TOw) = GOMG(— jw) (2. 13) 
则 式 C2. 12) 可 变 为 
BC) = TOw)G,, Cjw) (2. 14) 
TUw) 称 为 功率 频谱 传递 澡 数 ， 


现在 讨论 功率 频谱 传递 函数 (jw) 和 信号 频谱 传递 中 数 (和 
频率 特性 2G (jw) 之 间 的 关系 。 在 研究 反馈 控制 时 曾 指 出 ,系统 肯 
率 特性 G0w) 的 模 |G(jw) 表示 系统 振幅 传递 特性 。 它 的 幅 和 角 G 
( jw) 表示 系统 的 相位 传递 特性 。 据 式 (2. 13) ,有 

TOw) = |GCOw) | (2. 15) 

功 芝 频谱 传递 涡 数 本 (jw) 只 决定 于 系统 的 振幅 特性 而 与 相位 特 性 

元 关 . 因此 , 当 我 们 只 能 用 功率 闫 谱 的 传递 问 数 来 研究 系统 的 行为 

时 ,就 会 失去 系统 的 相位 信息 ,虽然 根据 信号 烽 谱 传递 硝 数 上 Cj) 

训 以 唯一 决定 功率 频谱 持 递 轴 数 了 (ju , 伯 反 这 来 ,由 功率 频谱 传 

北 函 数 本 (Uw) 去 决定 信号 烤 湾 仿 递 辣 数 Gijon 就 不 是 唯一 的 卫 ， 
了 让 
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问 然 可 以 应 于 一 些 原则 ,如 函数 的 解析 性 要 求 等 ,对 这 一 过 程 作出 
限制 ”。 但 仍然 会 带 有 任意 性 。 
3. 白 哗 再 的 传递 ” 设 系 统 的 信和 号 传递 函数 为 G(s) ,输入 2 人) 
为 幅度 等 于 1 的 白色 噪声 。 于 是 
BA =67) 有 Cj 一 1 
代入 式 (2. 12) ,可 得 
B,Cm) 一 和 (Cj 一 种) (2157 
可 见 昌 噪声 通过 一 般 线 性 系统 之 后 变 成 了 有 色 信 导 。 其 输出 频谱 
密度 等 于 系统 的 功率 频谱 传递 函数 , 反 过 来 看 , 白 品 声 是 确定 随机 
系统 功率 频谱 传递 黄 数 的 方便 的 检测 信号 之 一。 任意 功率 闫 谱 密 
度 更, 部 可 看 成 是 由 白色 噪声 输入 到 功率 频谱 传递 函数 为 
了 (Cj 一 ,jwm) (2. 17) 
的 又 统 而 得 到 的 。 图 2-5 Ca) 表示 确定 性 信和 号 :单位 脉冲 输入 }) 的 传 
递 过 程 :图 2-5(b) 则 表示 随机 的 白色 噪声 的 功率 频谱 传递 过 程 。 


大 (一 TH) = 1 - i 
dt ge 


z Cn «by 


图 2-5 信号 匆 传 递 与 功率 频谱 的 传递 
如 果 由 日 唤 声 检测 出 来 的 功率 频谱 密度 钊 (jw) 可 以 分 解 为 
式 (2.16) 的 形式 。 由 于 分 解 的 任意 性 ,为 区 别 起 见 ,将 这 样 的 信号 
前 谱 分 量 GCe) 记 作 轨 ,,Cjw) ,于 是 


BD,, re VC ,, jo) (2; 18) 
如 将 更 ,ja 和 更 一 7 各) 分 别 记 和 作 于 Ow) 亚 ,Cw) 则 有 
DB, = CP, Cw) {2.19) 


， 罪 铺 对 此 作 过 证 名 和 铬 评论 见识 学 森 . 宋 键 娩 二 梓 控 制 论 3, 英和 尝 而 版 社 18 攻 性。 
*“ 317 。 
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假定 里 ,对 应 村 Gew), 寺 是 亚 , :Cs) 对 应 于 由 白 噪 声 
产生 色 噪 声 中,(jeo) 的 传递 图 数 。 那 么 当 功 率 频 谱 密 度 为 EB,, (jw) 
的 信号 通过 以 1/ 生 ;yts) 为 传递 隔 数 的 系统 之 后 所 得 的 输出 信号 
的 功率 频谱 则 为 1|。 这 是 因为 


1 1 | 
Cw) Pri jo I) = 1 (2. 20) 


上 式 考 虚 了 式 (2.18)。 图 2- 
6 表示 图 2 一 5tb) 的 道 过 
程 。 


i 


这 个 能 够 将 有 人 钴 频谱 
变 为 白色 频谱 的 系统 称 为 几 2-6 道 潍 波 器 
三 . 维 纳 滤波 
现在 回 过 来 讨论 图 2-2 
表示 的 参考 模型 的 功率 频谱 的 传递 。 图 中 各 变量 在 复 闫 域 的 数学 
《5 = (LCs) 十 CS C2. 21) 
Ytx) = Crts YU ts) {2, 22) 
于 是 
Fr) 一 了 89] 一 了 0) 
一 [Cs 一 个)TTCT -H GOINGs) {2,23) 
假定 幅 声 信号 ”和 输入 信和 号 xf 人 0) 百 不 相关 ,于 是 
H(t 0 
性 差 信 生 的 功率 频谱 传 谴 关 系 为 
Dn) = Ge 一 GB GC Dw) 
‘2. 24) 
注意 到 ,yt 让 和 yt 的 均 方 差 , 有 即 et 由 的 平均 功率 为 


"| 
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二 一 DB, Cw dw (2. 25) 


要 使 最 小 方差 条 件 , 式 人 2, 2) ,得 到 满足 ,只 要 上 上 式 的 被 和 丽 数 取 最 
小 值 , 为 求 得 Btjw) 的 最 小 值 , 先 将 式 (2. 24) 右 边 展 开 ,再 配 完全 
平方 ,可 得 
人 0 一 Ce 一 fe 一 下 一 De) 
十 和 7 并 下 一 7 Cw) 
一 Cr 一 TLD, 十 Bf) 
一 TCD 一 7 Go GD jw) 
十 Cj Ga Oo OD, Cj) 
= [LP i FD CG Oo fe) 
— [C(t Oo 0) 十 Go pwr) $B BC) 


GC ow) ra Jo), Ce) 


| i B, (jw) 
一 [Bw) 十 Bj ) [Ga — {rit rm) 
: - + Di jt) 
| [Gr ES ,jwm) 十 本 
上 GIG jw) (Bt jw) 一 六 -Sa 
和 BD. 《oo 十 B,C jo) 
到 此 


Cm) 一 Ce B00) 十 107 | DB, CF) 


一 [出 fy 十 Bw 


0 
a TD OY 
Bjw) 十 Bo je) 

上 坏 右 过 第 一 项 恒 为 正 , 且 本 CO) 无 天 .因此 ,要 合式 02. 25) 所 

用 示 的 天 (有 取 最 小 值 , 只 要 式 (C2. 26) 右 迎 第 一 项 为 零 . 这 时 


[Gm | (C2, 26) 
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地， 


人 (7 的 = Gew) 区 机 机 有 于 二 二 (eT 

将 上 式 代 入 式 (2. 26) ,从 而 使 式 (2, 25) 变 为 
ge D,, | :DD | 一 2 : 
Bj = TT) Gu(jo)| 2.28) 


Do Cjw) 十 Dar jw) 
是 输出 偏差 et 的 功 认 频 谱 密 度 的 最 小 值 。 由 此 襄 见 ,如 上 旦 取 


-a 1 中 
(sy = G(s) * pi {2 9) 


那么 根据 前 面 的 推演 , 诬 当 可 使 最 小 方差 条 件 (2. 2) 得 到 满足 ,并 
日 


-Gjw) |idw (2.30) 


rt 


DTP Cj) 
Dm) + BD, (jw) 
Ny 
的 系统 如 图 2-7 所 证 
示 。 这 是 一 个 推 想 的 。 
维 纳 滤波 器 。 如 果 这 
是 可 以 实现 的 ,那么 
等 式 (?2. 27) 成 立 , 最 图 2-7 可 上 反 演 系 统 维 钠 滤 浙 器 
后 使 输出 的 最 小 方差 条 件 {2. 2) 成 立 . 

问题 在 于 如 何 构造 形 如 式 (2. 29) 那 翌 的 传递 男 数 ， 因 为 它 合 
有 号 03);: 儿 mts) 等 项 ,是 和 功率 频谱 (jw) ,Btjw) 等 相 联系 
的 。 

根据 前 面 的 讨论 ,有 色 的 功率 频 六 普 可 以 看 成 和 日 鱼 的 功率 频谱 
通过 茶 个 系统 5 假定 传递 国 数 为 风 6 门 的 结果 .类似 于 图 2-508) 
所 示 。 按 照 式 (2.16) ,输出 功 膏 频谱 可 以 写成 两 个 对 称 因 子 的 敢 
积 ， 

Dm) = WW Oo peu) 

可 以 想像 ,如 果 系 统 的 传递 函数 包含 有 由 功率 频谱 密度 函数 ,， 
(jm) 通过 jw 二 s 的 替换 来 构成 ,这 样 的 传递 库 数 必然 贤人 包含 及 


二 3 
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(5) ,也 包含 有 了 殉 ( 一 9) 的 因子 。 前 者 是 假定 物理 上 存在 的 系统 .后 
者 即 W (~-s} 能 否 完 现 则 是 没有 作 过 讨论 的 。 恰恰 出 于 这 一 点, 引 
起 了 物理 上 的 位 订 。 

前 面 还 指出 ,用 功率 频 洋 密度 来 描写 信号 的 传递 ,其 结果 只 能 
描写 信号 幅度 的 变化 ,其 相位 因子 是 不 受 限 鹿 的 ;因而 是 可 以 任意 
的 .如 式 52.151。 央 此 ,要 使 频谱 密度 函数 关系 42. 27)? 成 世 所 对 应 
的 传递 函数 不 是 唯 -- 的 ， 下面 引入 新 的 库 则 ,对 式 (2. 29) 进 行 收 
IE 

四 ,时 间 的 不 可逆 性 

前 面 曾 经 指出 ,控制 系统 是 一 种 耗 散 系 统 。 在 控制 系统 中 所 发 
生 的 过 程 是 不 可 道 过 程 ,因此 ,控制 系统 的 行为 在 时 间 上 是 不 能 反 
演 的 。 这 和 平衡 态 物 理 过 程 亨 在 本 质 
的 区 别 . 这 种 观点 首先 外 维 纳 在 他 的 “各 y(t) 
著名 论 次 4 控制 论 } 中 所 出 来 ,并 且 也 
和 近年 来 普 利 戈 金 (了 Prigogine) 所 (a) 

曾 述 的 时 间 之 天 的 概念 是 一 脉 相 硫 

的 。 事实 工 ,真实 的 物理 过 程 是 非 平 

衡 的 不可 道 过程. 而 可 道 的 至 衡 过 程 

只 是 某 些 实际 过 程 的 近似 .时 间 不 可 


道 性 从 根本 上 说 是 确立 物理 过 程 因 中 
果 关系 的 准则 
后 全 应 用 这 个 原则 来 解决 维 纳 一 | 、 


滤波 妊 的 传递 函数 的 实现 问题 ， I 
1- 不 可 反 演 的 传递 函数 图 2- 
ga) 是 -个 以 画 .(r) 为 传递 函数 的 
假想 系统 。 现 在 分 析 它 的 单位 脉冲 响应 ， 
系统 硬 ,,{5) 的 单位 脉冲 响应 为 
人 一 [有 


让 上 


图 2-8 一 个 假想 系统 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory” 试 用 版 本 创建 ww fineprint.com.cn 


| i 
a 


~ 2xil., 
如 果 令 一 知 , 风 有 
y=) esGoDerde = gett) (2, 31) 
根据 自 相 关 孙 数 的 偶 函 数 特 性 ,有 
y(t? = y(t 


这 样 的 输出 啊 序 关于 上 一 0 是 对 称 的 ,或 者 说 关于 时 间 是 可 以 及 演 
的 。 这 不 符合 前 面 提 到 的 耗 散 系统 所 特有 的 非 平 福 演化 特征 。 其 
起 因 就 和 古 ,,(s) 由 册 个 对 称 因 子 构成 有 关 ， 

为 了 使 由 图 2-8ta) 枸 成 的 系统 的 单位 脉冲 响应 符合 时 间 这 
程 不 可 道 原则 ,必须 有 


人 (2. 32) 
rr = ee 
和 [Bt) £0 : 
注 赣 到 单位 阶 贱 明 数 
0 < 
1ti) 一 (2. 33) 
1 ti 人 0 


式 (2, 32) 也 可 写成 

y= BA GE = DI 1) (2.34) 
如 果 W(s) 这 样 构 成 ; 即 它 能 人骨 使 由 式 (2.34) 表 示 的 输出 信号 y 
(和) 是 它 的 单位 脉冲 啊 太 ;于 古 应 当 有 

WS) = {TD + 10)) (2. 35) 
上 式 是 式 (2. 34) 的 拉 普 拉 斯 变换 .可 以 看 出 ,如 式 (2.35) 构 成 的 传 
递 谓 数 ,虽然 也 包含 更 .0 但 它 的 单位 脉冲 响 庶 可 以 满足 时 间 不 
可 逆 原 则 。 应 当 强 调 指出 ,这 里 只 讨论 了 单位 脉冲 输 入 的 情形 。 其 
他 输入 条 忻 下 的 结果 如 何 并 不 清楚 ,尽管 如 此 ,我 们 仍然 可 以 利用 
由 单位 脉 评 输入 这 一 特点 所 得 到 的 启 示 去 改造 由 式 (2. 29) 所 构成 
的 传递 函数 
9 
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2. 可 实现 的 维 纳 滤波 跨 ”对 于 由 图 2-2 所 示 的 参考 模型 系 


统 , 设 
tf) CO tt) ntt) (2. 36) 
于 是 相应 的 糯 谱 密度 有 
Pw) = Pt pw) 二 B,C) {2. 377) 
国 而 式 (2. 29) 可 写 为 
Gs) = Gals) Be C2. 38) 


假定 ;ts) 可 分 解 为 两 个 对 称 因 子 : 

: Bs) = ls (— 3) 
或 者 

Ds) 一 VE (5) 《2. 39) 

上 面 考虑 了 式 52. 18) 和 (2. 19? 所 讨论 的 符号 标记 方法 。 

假定 证 rs 是 物理 上 可 实现 的 信 导 传递 函数 ,于 是 将 式 
《2. 38) 改写 为 
(5) 
ww. ee 
根据 式 (2. 20), 上 式 右 边 第 一 个 关子 1/Wi (s) 基 随机 输入 信号 i 
(区 的 道 滤波 器 ,即将 i() 变 为 白喉 声优 (z)。 图 2-9 描述 了 以 式 
12.40) 为 传递 丙 数 系统 的 信号 传输 过程. 为 了 方 估 上 起见 .将 式 
《2. 40 右边 第 一 个 因子 记 莽 


Cr; (s) 一 [> 【人 


= 
(rts) 一 i {Gals) 号 .直人 


BD, (5) 
Di (ss) 

注意 到 Ca65) 的 输入 信 叶 是 己 噪 声 ,也 就是 独立 随机 过 程 。 它 
看 以 看 成 连续 不 断 的 互 不 相关 的 脉冲 列 克 成 。 这 个 肪 种 列 显然 一 
定 包含 出 现在 时 刻 :二 0 的 脉 钟 。 如 果 不 计 及 脉冲 幅度 ,这 个 耿 冲 
一 定 可 以 用 Bt 来 表示 。 很 明显 图 29 所 示 的 系统 的 第 二 部 分 [ 表 
未 六 (724s)J 和 包含 了 物理 上 不 可 实现 的 因素 。 要 使 (5) 关于 日 曲 
| * 323* 


(2. 41) 
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声 的 响应 在 物理 上 是 
可 实现 ,那么 至 少 它 
对 有 (的 的 别 应 必须 满 “ 
足 时 间 不 可 逆序 则 。 
为 此 , 式 (2.41)7 应 该 
了 改 与 为 图 29 ”也 会 道 滤 滤器 的 信和 号 传输 这 得 

G(s) = i GA EF Cs Ot (2.42) 
联合 因子 1/ (3)， 时 


trts) 一 


TR pr | [Go 号 一 Be) 1 | (2.43) 
这 是 物理 上 可 实现 的 维 纳 滤 小 屁 ， 

最 后 应 当 指 出 ， 推导 过 程 中 仍 关 键 性 传递 范 数 表 法 式 (2, 29) 
是 从 频率 桂 性 画 数 表达 式 (2. 27) 以 代 换 jw 二 s 进行 形式 上 推广 的 
结果 。 要 特别 引起 注意 的 是 : 式 (2. 27) 是 付 立 叶 变 换 的 象 本 煞 , 而 
式 (2.29) 及 以 后 诸 式 如 式 (2. 40) 和 {2.43) 等 则 是 拉 普 拉 斯 变换 的 
象 函 数 表 达 式 , 付 立 叶 变 换 的 原 消 数 的 定义 域 是 在 整个 时 间 轴 (一 
ce, 十 se) 上 ;而 原始 意 闵 上 的 拉 普 拉 斯 变换 上 《如 第 二 章 所 述 ) 串 定 
六 于 时 间 正 半 轴 (0, 寺 25} 上 ,为 了 使 两 者 的 定义 域 保 持 一 至 ,特别 
是 为 了 使 拉 普 拉 斯 变换 也 能 应 用 于 定义 在 整个 时 间 轴 上 的 相关 耳 
数 ,对 拉 普 拉 斯 变换 需 作 推广 ,使 它 能 够 应 用 于 在 (一 ce ,一 20) 上 
定 祥 的 原 函 数 。 这 种 拉 普 拉 斯 变换 称 为 双 按 拉 普 位 斯 变换 。 转 于 
篇 幅 所 限 , 具 蛋 内 容 从 略 。 但 是 本 节 中 式 (2. 29) 及 以 后 各 式 防 涉及 
的 拉 普 拉 斯 变换 部 应 理解 为 双边 拉 普 拉 斯 变换 ， 

[ 例 1 在 图 22 中 ,Gt 二 1 Ce 二 0.1/00,09 二 ww) D, 
Cjw) = 二 1/(1 十 ww ), 试 求 出 最 优 线 性 滤波 器 的 全 递 卫 数 局 (52。 


[ 解 ] 
BC) = jw) 十 了 Jo 
0.1  ， 1 
9 十 加 十 区 
。 324 。 
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有 站. ]9 十 1. 1 好 


六 Ri 


70. 0 十 af — ww) 
nn C5) 泌 


mt) 


(rs) 一 ee 至 ， ee 


=0, 72701 ~ s)/(0.19— s°) 
可 以 看 出 ,为 了 求 得 物理 上 可 实现 的 传递 沙 数 ( 夫 于 时 加 不 可 
道 的 维 纳 泸 波 器 ,需要 应 用 式 (2. 43)。 这 会 涉及 到 双边 拉 普 拉 斯 
变换 和 求 留 数 的 过 程 。 这 里 只 列 出 结果 ; 


3 十 1 
十 昌 ,416 


维 纳 滤波 是 维 纳 在 研究 火炮 控制 时 为 了 滤 除 雷达 接收 信号 中 
所 包含 的 噪声 提出 来 的 .事实 上 ,各 种 微弱 信和 号 的 探测 之 所 以 受到 
限制 ,常常 是 因为 噪声 的 干扰 不 能 得 到 有 效 的 滤 除 。 所 以 , 维 纳 渡 
波 不 仅 在 雷达 信号 接收 ,同时 在 卫星 遥感 .天体 信和 号 的 接收 ,以 者 
图 象 信息 处 理 上 有 着 广泛 的 应 用 。 丰 工业 实时 控制 的 采样 过 程 也 
需要 维 纳 滤波 器 去 抑制 噪声 信和 号。 

应 当 指出 ,由 于 维 纳 过 程 是 -种 平稳 随机 过 程 : 维 纳 滤波 也 只 
能 适用 于 平稳 随机 过 程 的 信号 处 理 , 对 于 非 平稳 随机 过 程 ,卡尔 曼 
如 出 了 新 的 的 滤波 方案 。 


S 3 卡尔 受 滤 波 


如 果 计 : 维 纳 滤 流 中 参考 模型 的 传递 函数 Gsts) 一 1, 则 维 纳 滤 
波 器 等 从 于 最 优 的 输出 调节 夫 。 其 性 能 指标 是 使 箱 出 变 基 和 输入 


= 


{rts) = 0. 185 
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变量 的 方差 统计 平均 值 最 小 。 维 纳 滤波 器 以 改变 系统 结构 参数 达 
到 最 优 控 制 。 卡尔 曼 把 维 纳 的 工作 推 应 更 一 般 的 情形 ,首先 它 的 
讨论 对 象 是 最 优 状 态 调 节 器 ,系统 的 状态 通过 输出 变量 的 观测 亿 
来 估计 。 其 次 , 它 以 履 正 控制 变量 实现 最 优 售 计 。 第 三 ,对 杰 重 的 
随机 性 不 局 限于 平稳 随机 过 程 。 由 于 卡尔 最 滤 波 的 中 心中 古 是 遂 
过 系统 输出 变量 来 司 计 内 部 状态 ,因此 所 讨论 的 系统 必须 是 可 观 
测 的 。 
一 ,卡尔 由 滤波 的 提 法 
设 状 态 回 量 x(t) 和 输出 向 量 y(t?) 分别 是 维和 mr 维 的 随机 
向 量 Gy 又 称 量 测 同 量 ) ,它们 分 别 满 足下 列 上 方程 ， 
XC) =x) + wr) 3.1) 
他 一 和 人 3 人) + v(t) {3., 2) 
式 中 ， 
4 人 tt 一 《2Xm 系 统 虐 时 |; 
CD 一 (m2) 输出 距 阵 ,又 称 量 测 距 阵 ; 
wii 一 模型 噪声 向 量 ,= 维 高 斯 日 噪声 |; 
zi 一 量 测 噪 声 向 量 ,mm 维 高 斯 日 曲 声 。 
为 简化 讨论 ,状态 方程 (3.1) 中 暂时 没有 考虑 控制 变量 w(t#) 的 作 


用 。 
对 于 噪声 向 量 wt) 和 vtzt} 作 如 下 假定 ; 
Ewit)]=0 (3. 3) 
Eww CT = O06 — 7) 《3. 村) 
本 Et (3.5) 
ECyOY (ET)] = RNC — 了) (3. 56) 
Etw(li}v {7T)] 一 0 (3.7) 


上 述 假 定 ; 一 切 r 二 0 成立, 其 中 


+* RE. Falmanvd, Basic Engr. CASME Trans. 82D. 3519607, 
. 326 。 
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台 避 一 模型 噪声 协 方差 矩阵 ,是 (az 对 称 非 负 定 此 阵 ; 

Rt) 量 浏 噪 调 协 方差 矩阵 ,是 CmXx sm) 正定 矩阵 , 式 (3.7) 表 
示 两 种 噪声 各 自 是 独立 的 。 

对 于 状态 向 量 x() 太 其 初 值 x G4,} 作 如 下 假定 : 

C1D)xt) 在 任意 时 刻 都 是 高 斯 型 随机 向 量 有 


ECxtt)] = 央 ， (3.8) 

C2)xttn) 和 w(t) 在 1 之 ts 时 是 互 不 相关 的 ; 
ECx(to Ww 一 站 [3. 9) 

C3)x(f) 各 FD 在 1 之 ts 时 是 互 不 相关 的 ; 
ELxtt)r (Ci = 0 (3. 10) 


上 述 假 定 表 明 , 某 时 刻 5 的 状态 向 量 x(4) 只 受 该 时 刻 之 前 的 
阳 再 的 影响 ,而 与 同时 刻 以 及 该 时 刻 之 后 的 噪声 无 关 ， 
假定 在 某 个 时 间 降 隔 内 已 经 求 得 必要 的 重 测 数 据 yx) ,并 且 
能 链 由 此 知 计 出 某 个 时 刻 上 的 状态 向 量 。 这 样 相 算出 的 状态 向 二 
称 伯 估计 和 慎 , 记 作 tx) 。 假 定 0) 满 中 下 列 条 件 ， 
(1) 汉 (是 无 偏 的 , 邵 
EL(t))] — ELx(t)) [3. 11) 
C2)x0D) 与 (2) 的 谋 闫 均 方 值 取 极 小 值 , 妈 
E{CxC) — ZF) Ex) 一 六 人 = min. C3. 12) 
同 称 估计 和 值 半 ( 是 (的 极 小 方差 无 仿 秸 计 。x 4 的 这 种 估计 ,出 
于 能 够 最 大 限度 地 消除 噪声 的 干扰 ;所 以 又 称 滤 波 , 通 常 称 为 卡尔 


电波 波 ， 
二 .状态 估计 
i. 估计 表达 式 ”如果 取 状 态 向 量 的 无 限 系 综 的 统计 平均 值 


(数字 期 望 值 作 为 估计 和 值 ， 

: tC) = ECLx()) (3. 13) 
那么 这 样 的 估计 满足 式 (3. 11) 是 自明 的 。 并 且 由 于 x(#) 是 高 斯 型 
随机 问 量 , 式 43. 12) 也 被 满足 。 搞 音 之 ,任意 时 刻 上 ,状态 向 量 x() 


。 327 。 
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的 数学 期 望 值 BCx C2 是 x 的 -个 极 小 语 差 无 依 估 计 。 
对 式 (3.1) 和 {3. 2) 两 志 取 平均 值 ,有 


ECX = A BCX (3. 14) 


下 [yt ~ CE(rtE)) (‘3.15) 
上 窑 两 式 椎 导 过 程 中 注意 了 取 数 学 期 望 是 独立 手 时间 + 的 线性 运 
算 , 并 且 还 堆 虚 了 式 (G3. 3) 和 (3.5),; 即 曲 声 向 其 wQ} 和 vt) 的 平 
由 式 (3. 47 可知 ,只 要 给 出 (初始 时 肇 的 平均 值 Efx 
(ay 就 可 以 预言 以 后 各 夺 刻 的 平均 值 百 Cxte。 这 样 一 来 ,问题 
似乎 非常 简单 :只 要 给 出 xz) 的 精确 的 初始 分 布 ,就 可 将 它 的 平 
均 情 ECx tf,)] 作 为 初始 生计 xtto) ,内 而 根据 式 t3.14) 求 出 所 有 时 
刻 的 极 小 方差 无 偷 估 计 xtt)》 ,并 且 根 据 式 (3.15) 还 可 确定 3 了 (2 的 
无 偏 居 计 。 料 x 和 ¥(2 代 赫 ECx(2)] 和 ECyC20j ;方程 (43. 14) 种 
(3. 13) 当 为 
Sit) 一 AYL() (3.16) 


Pt) = CAIRLED C3.17) 
2. 估计 修正 方程 ”但 是 实际 问题 并 不 这 样 简单 。 这 大 因为 一 
个 精确 的 初始 分 布 x(to) ,或 者 鹤 确 的 均 位 老 [x(#)] 实际 上 十 得 
不 到 的 。 任 何 实 际 系 综 是 由 有 限 成 员 构 成 。 由 实际 系 综 得 到 的 x 
(i 分布 以 及 客观 存在 的 平 雹 值 ECt(t6)j 只 能 是 理想 分 布 的 近 
似 。 特别 是 对 于 纲 在 所 过 论 的 问题 ,随机 状态 向 量 的 初 如 估计 多 
(只 能 依据 答 出 向 量 y(2) 的 观测 值 来 确定 。 由 于 测量 次 数 有 限 ， 
并 且 不 可 如 兔 地 受到 曲 声 w 人 和 rt) 的 干扰, 这 样 得 到 的 初始 信 
计 的 准确 性 是 十 分 有 限 的 。 从 这样 的 初始 估计 出 发 ,根据 式 
(3. 16) 去 项 言 以 后 的 估计 值 & 乓 只 能 是 一 种 粗略 的 近似 。 我 们 暂 
且 把 它 当 作 堆 阶 近 亿 


" S28 + 
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男 一 方 国 , 我 们 也 可 以 按照 式 (3.17) 计 算出 时 刻 #t 的 输出 辣 
量 的 粗略 人知 计 售 y(t)。 很 定 在 该 时 刻 对 输出 向 其 作 一 次 测量 ;为 
和 饮 北 起 见 把 测量 但 也 讨 作 3(0) ,那么 输出 悦 量 测量 入 和 估计 和 值 之 
雪 

yt) = yt) — PU) 

一 定 包 合 了 状态 向 量 估 计 值 xtt6) 的 估计 误差 信息 。 为 了 使 时 刻 : 
《>t0) 的 估计 和 值 预 言 得 更 准确 ,我 们 应 用 输出 向 量 的 估计 谋 差 3 
(对 方程 (3. 167) 进 行 一 阶 休 下 如下: 


EE) = ACGOELCY) + KV LY) 一 了 Cr (3. 18) 
式 中 (和 用 示 卫 (90 ， GnXm) 算 阵 玉 (2) 是 输出 向 量 估计 误 基 的 修 
正 权 重 , 称 为 增益 和 矩阵. 
3 生计 误差 ”根据 式 (3. 18} 得 到 的 估计 值 X(2 和 实际 值 的 
误差 记 作 主 (4) ,为 
(Ff) C= XE (1 3,.19) 
十 式 半 时 间 的 导数 为 
Tf) -一 人 (3. 20) 


考虑 53.1). 3. 2 和 (3. 18) ,得 状态 估计 的 误差 方程 为 
(一 [CE — KOC IRC — KOOYOF) + Wet) 
C3. 21) 
下 陈 的 积分 邑 为 状态 估计 误差 转移 方程 ， 


TI) 一 Bt TY 趟 | PFETILWET) CO— RCTIv(T) dr 


(3. 22) 
式 中 0 人 算 阵 克 (t,t0} 为 方程 (3. 3231) 规定 的 计 人 的 转移 具 陈 . 满 
中 
B (20) = CAD — KOYCONIDE ,i,) (3. 23) 
吓人 《3 24 3 
.329 。 
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综 上 所 述 , 状 态 向 量 和 输出 向 量 的 估计 值 是 根据 输出 向 景 的 
测量 慎 计 算出 来 的 ,并 且 不 断 得 到 窗 正 ,它们 的 数学 关系 可 以 此 方 
框图 3-1 表示 ， 


图 3-1 卡尔 最 法 波 器 的 示意 方块 图 
4. Riecati 方程 ”天 当 选择 增益 矩阵 下 (20), 可 司 状 态 慷 计 误 者 
满足 极 小 方差 条 件 。 设 CnXw} 秆 阵 正人) 为 估计 误差 协 方 差 矩 阵 : 


P(t) 一 ELC¥COYT 《E (C3, 25) 
十 是 式 (3.12) 亲 表示 为 
EX TY] = TrP(t) 一 min. (3. 26) 


Tr,PG) 是 忠和 阵 P02 的 迹 , 即 PC) 的 主 对 角 线 上 各 项 之 和 。 因 此 ， 


品 
A 


Pt = ECXCOOX OY) 一 min. (3. 27) 
式 53,.267 上 g 成 太 。 
注意 到 
PO) = EX CVF EY] + ECX(O)YT C2)) (3. 28) 


将 式 (3.21} 和 (3.22) 代 A 入 上 上 式 ,得 
PO) 一 POOCAGY 一 下 (DCT — ECXC (KT Cr 
十 ECXOIw tl TT CAG) 一 了 (人 人 (tt 
— KOE + Etr(YYT CY) (3. 29) 
注音 式 (3.22) 以 及 式 (3.3) 一 (3.7) 对 噪声 wt 和 v0) 及 作 的 直 
定 ,可 以 证 明 
= 


一 一- 一 meerT 人 
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ol SRK'E) (3. 30) 


Efwe) rT (ey) = FQ0) C3. 31) 


Py = CAG) — KOICOPG) + Pl LAG) 
KOICOYIT 4 KCIRGOIKTO) + OU) (3.32) 
5. 最 优 增 益 矩 阵 对 上 式 两 边 取 积分 : 


PU) = | {CACY 一 大 (rC(r)3P(ry + PO CAC) 


— KC + KOORCGOK rT + QCr)}dr + PU) 
3) 
上 式 蚌 PQ) 的 积分 方程 。P(ts,) 是 Po 的 初 值 矩阵 ， z 
由 方程 (3. 33) 可 以 看 出 ,每 个 时 刻 {1 宇 tio)K (4) 的 变更 将 引起 
PC) 相应 的 变更 。 我 们 把 这 种 变 蝎 用 符号 6” 来 表示 ;以 区 别 于 对 
时 间 的 微分 符号 *d”。 于 是 由 式 (3. 33), 有 


了 


SP (1) =| (An — KDCOOIOPC) 一 BKC CP Tr) 


总 


二 EBPtryf4tr) — KCEr)}T — PO COKRCD CY 
4 SKCTIRCGTIKTT) — KTIRCTIOKR CTY}dr 
: (3. 34) 
F 式 考 虚 了 PG) CO 是 人 人 人) 部 与 下 (的 变更 SK (1) 
无 关 。 如 果 每 个 时 刻 忆 宇 to} 所 选择 的 (都 使 PO) 取 极 小 值 , 则 
式 (3. 34) 中 所 有 的 8P() 二 0, 于 是 
ORLAICROOKT OY) — COPt), 
十 [用 (可 (一 此 人 DC TEN It) = 0 
注意 到 式 53. 6 和 和 (3. 25) ,有 RD)=ROD .PC 二 P02). 二 式 可 改 
与 碟 
+ 331 。 
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[天 (可 人 一 下 (EC ON IORT CL) 人 
十 {CCRCYRG) 一 PMCT OoK 0)) = 
于 尼 
下 好) = PHC 是) (3. 36) 
这 就 是 我 们 寻求 的 增益 扰 阵 表达 式 。 
只 要 下 (2) 满 足 式 (3. 36) ,由 方程 (3. 18) 所 得 到 的 状态 佑 计 就 
能 满足 极 小 方差 估计 条 件 。 由 于 在 方程 (3.36) 中 ,CC(2 和 RC) 是 
己 知 结 阵 , 周 此 只 要 能 求 出 胁 方 着 和 挫 阵 Pt) 就 能 求 得 下 L(y， 如 果 
将 式 (3. 36) 代 入 式 43. 32) ,四 
Pl2) = ACYPOG) 十 PA (tz) 
二 一 下 CT 本 -CC 可 人 
上 式 是 一 个 Riccati 型 方程 , 称 为 景 优 线性 滤波 误差 的 协 方 莽 方 
程 。 


(C3, 37) 


第 三 章 已 经 指出 ,满足 Riccati 型 方程 的 POO 可 以 记 用 数字 计 
算 机 从 初 值 PC#,) 出 发 求 得 递 推 解 。 求 出 PC 之 后 ,就 可 按照 式 
C3.36) 求 出 最 优 的 增益 算 阵 扩 (1)。 由 方程 (3. 13) 求 得 的 状态 估计 
就 能 通过 不 断 测 量 到 的 yt) 值 逐 渐 降 低 模型 噪声 和 量 测 躁 声 的 
随 料 干扰 ,达到 最 接近 于 xfG0) 真 实 值 的 六 (区 。 这 就 是 卡尔 尝 滤 波 
的 最 基本 的 内 容 。 滤 波 过 程 的 数学 关系 表示 于 图 3-2。 

6. 总 结 ”所 得 到 的 卡尔 曼 滤 波 的 基本 关系 式 沪 集 如 下 : 


(1) 系 统 方程 
| TE OA wt 人 
| yy) =COIX)Y re) 
(2) 千 计 方 程 
| 对) 二 ACIDE(t) 十 KULYE) — At)) ee 
了 (一 证 人 
(3 增益 方程 
Kify = PNGC (AR TE) {3. 40) 
3 
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隔 3-2 信息 模 担 与 野人 忧 状态 们 计 杂 方块 图 
(4 估计 遂 益 博 方 蓝 方 程 
Pt) 一 对 (Pit PedATt) | OF) 
一 PONCTnyR CPlr) 
有 了 二 述 方 但 , 要 求 山 状态 们 计 值 还 洁 要 事先 给 出 初 值 PQ) 
机 (1:.Y。 而 
Pitoy EE RU 
= 
所 以 确定 初生 六 人 和 和 交 可 里 续 为 赋 定 xn 和 < 下 本 状 
态 供 计 方程 (3.18) 中 加 止 了 估计 课 差 的 修 王 项 ， 误 荧 在 估计 过 程 
让 和 不断 得 到 导 正 . 贡 划 测 证 次 数 和 咎 计 次 数 足 铝 和 多, 裙 蛤 个 计 的 识 
关 村 于 于 响 不 大 国 此 不 入 对 过 (林产 (人 7) 作 祖 略 规定 . 也 可 
熙 根据 六 附近 对 写 和 攻 苛 十 测量 之 后 省 过 最 小 方 莹 所 会 求 香 。 
时 革 指 由. 为 了 使 谈 背 易于 理解 车 本 册 容 :这 出 对 扒 导 过 程 作 
和尚 化 ,在 数学 严 审 虱 上 博 有 类 洽 .严格 的 推导 通常 是 在 员 散 形式 
| 和 疆 衣 有 隐 : 庶 前 可 以 疯 读 天 于 随机 控制 的 专 六 节 籍 ， 


1 


SN 
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[ 移 ]j 已 知 ; 系 统 的 信 生 模型 为 
Xt = 0. Etxttn)} = 1, Pitot = 10 
观测 模型 为 
yt =o 2rd}, Evutfy} = 
一 上 上 do rT) 
试 求 最 小 误差 方差 滤波 占 ,以便 能 从 量 测 和 值 y( 求 出 =) 。 
[ 解 攻 41) 坷 前 面 所 列 的 会 式 相 对 照 ,可 以 看 出 : 
A 有 44=B=0, C=2,R=1l1 和 P00) = 10 


(2) 解 误差 协 方 着 方程 
P=— (Po (oP) = — 4P:(), 
Pi0) = 10 
的 解 为 
10 
ft) = Ta 


C3) 由 式 (3. 40). 有 
Kt) 8 


2 


人 rT 


en 


(4) 其 滤波 方程 为 
WA 
于 名人 0 一 之 祥 《 
se "10) 1 一 
由 上 式 所 描述 的 关系 RE yt2); 便 可 以 实时 算 
出 最 优 居 计 值 这 上) 。 
卡尔 曼 滤波 由 于 不 受 平稳 随机 过 程 的 限制 ,用 途 相当 广泛 .在 
让 算 机 控制 的 场 台 ,凡是 维 纳 油 波 可 以 应 用 的 ,原则 上 和 帮 可 以 也 用 
尔 曼 涨 波 。 但 是 算法 比较 复活 。 
还 应 指出 ,卡尔 曼 汗 波 不 仅 可 以 用 于 被 波 , 还 可 以 尾 十 孩 报 . 
,334. 
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因此 ,在 天 气 艾 报 方面 也 有 广 永 的 应 用 . 


8 4 随机 最 优 状态 调节 器 


随机 最 优 状 态 调 他 器 是 卡尔 曼 滤 波 的 一 个 习 用 。 
1. 确定 性 最 优 状 态 调 市 楷 问 题 回顾 稳定 性 最 优 状态 调节 
从 已 在 第 二 莉 作 过 讨论 ,其 要 点 如 下 :确定 性 系统 芍 状 态 方程 为 


ED) = AKU 下 (EEC ) (4.1) 
最 优 性 能 指标 为 
六 三 XFS 三 | cx, Cr) 
十 x YR, CO) dt (4.2) 
最 优 控制 方程 为 
下 (Et) 一 EK, (Ctx) (4. 3) 
芭 馈 增益 方程 为 
Kt) 一 一 各 4. 4) 
忆 (0 满 丑 Riccati 型 方程 
Pt) 一 一 下 (一 由 PC 一 时) 
十 Pa tO BYR OB CP, Ct) (4.5} 


最 优 状态 调节 器 的 方 框图 示 于 图 4-1， 

比较 图 3-1 和 疼 3-3, 或 者 比较 式 (3.39) 一 (3.41) 与 式 
(4. ] 0) 一 {4.5) 的 主要 数学 关系 ,卡尔 电 湾 波 和 最 优 状 态 凋 节 楷 有 
着 突出 的 相位 性。 系数 和 矩阵 R,Q@ ,KP 与 Row; 民 .了 满足 对 
应 的 数学 关系 。 这 种 相似 性 与 对 应 关系 也 称 为 对 侦 性 。 为 避免 汇 
清 . 在 重新 站 磊 殉 定性 状态 调节 器 时 ,有 关 的 系数 定 阵 在 这 里 者 带 
有 是 标 " mm”。 

在 图 4-1 的 状态 反 和 馈 级 上 加 ”时 是 因为 原则 上 全 有 输电 胡 
3 不 是 了 引 肖 接 测 蔬 将 。 状态 变 挤 只 能 通过 3 和 舍 焕 湖 从 条 出 


Co 
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来 :这 就 需要 个 状 
仿 倘 计 峰 ,对 于 确定 
性 等 续 , 这 个 个 证 器 
可 以 按照 第 -- 章 讨 
论 可 观测 性 时 纵 山 
的 原则 构成 ,而 对 汀 
随机 系统 则 需要 站 
条 曼 滤 讶 器 。 它 一 广 


面 根据 yt 的 观测 图 1-1 最 优 线 性 状态 调节 器 
值 计算 状态 估计 倩 , 另 “方面 忒 能 对 屿 声 的 随机 干扰 进行 充分 抑 
制 。 


2. 售 榨 制 变量 的 滤波 问题 ”在 讨论 状态 凋 节 妖 问 题 宕 这 的 
卡尔 受 瑟 滤器 应 当世 售 择 机 变量 的 作用 .说 控 制 杰 量 相让 二 确定 
性 的 ,这 时 系统 方 称 庶 当 是 

| = A 十 本 CE ++ WE) 


| oy) 一 CORC F ver) (4 hi 
信 计 方程 应 为 

| i = Ox) -县 CC + KEY 一 人) 

: 了 一 { 和 了 了 
重复 前 商 关 于 及 外 曼 滤 玻 癌 题 的 讨论 ,不 难 求 竺 棚 闵 的 增 闸 方程 
和 直方 差 方程 为 

Key 一 正人 rrC Ry ‘ 生 , 8) 
PO) 一 病人 有 人) + PIA 一 人 和) 
和 (4.9) 


3. 随机 系统 的 最 优 状 态 调节 器 随机 系统 的 最 优 状 坊 湖 二 

左 号 是 把 系统 的 随 册 销 出 只 匡 通 这 卡 有 晤 号 设 戎 仿 计 出 系统 的 

状 老 .而 乒 又 通过 皮包 赠 蔓 二 ,7 变 成 避 优 控制 变量 站 上 点 控制 

特 控 系统 ,这 样 就 椅 成 了 如 图 4.3 的 线性 随 衬 集 最 优 状 雯 调 记 赋 。 
* 
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vu : 

| z 

| 轩 

3 TT 
: TE 

| 


图 1-3 线性 随机 控制 方块 图 


35 自 适 应 控制 概要 


委 适 应 控制 竟 人 研究 对 象 基 共有 不 确定 性 的 系统 ,这 蛙 所 请 “不 


:347* 
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确 让 性 ?是 指 描述 被 控 对 考 及 其 环境 的 数学 模型 不 是 宛 全 醒 定 的 ， 
其 中 包含 一 些 未 知 的 随机 因素 ， z 

性 何 一 个 实际 系统 都 具有 不 加 程度 的 不 确定 性 ,这 些 不 确定 
性 有 时 表现 在 系统 内 部 ,有 时 表现 在 系统 外 部 。 从 系统 内 部 米 讲 ， 
描述 被 控 对 象 动态 过 程 的 数学 模型 的 结构 和 其 数 设 计 帮 尘 元 并 不 
一 定 能 确切 知道 ,作为 奸 部 环境 对 系统 的 影响 ,可 以 等 效 地 用 证 包 

” 抗 动 来 表示 . 这 毕 拢 动 通 沉 古 不 可 测 的 ,它们 可 能 是 确定 性 的 ,也 
可 能 是 随机 性 的 ,此 外 ,还 有 一 些 重 测 的 侣 声 从 不 同 的 测量 回路 进 
入 系统 。 这 些 扰 动 和 噪声 的 统计 特性 常常 是 未 若 的 。 面 对 这 些 客 
观看 在 的 各 式 各 样 的 不 确定 性 ,如 何 确定 适当 的 控制 作用 ,使 得 党 
一 指定 的 性 能 指标 达到 并 保持 最 优 或 近似 最 优 , 这 就 基 晶 适应 控 
制 所 要 研究 解 央 的 问题 ， 

与 常规 反馈 控制 和 最 优 控制 : 样 , 目 过 应 控制 也 是 基 于 -十 
数学 模型 和 一 定 的 性 能 指标 综合 出 来 的 .所 不 同 的 是 : 香 适 庶 榨 制 
所 依据 的 数学 模型 由 寸 先 验 知识 较 小 ,需要 在 系统 的 运行 过 种 :中 
去 提取 有 关 模 型 的 信息 ,使 模型 逐渐 完善 ,具体 地 说 ,可 以 根据 寺 
象 的 输入 输出 数据 ,不 断 地 状 识 模型 的 结 梅 和 澄 数 ,这 个 过 程 称 为 
系统 的 在 线 辨 识 。 随 郑 咎 产 过 得 的 不 断 进 行 ,通过 在 线 辨 识 ,模型 
会 变 得 全 来 合 准 确 , 合 来 愈 接近 于 实际 。 既 然 模 型 在 不 断 地 改进 ， 
显然 ,其 于 这 种 模型 综合 出 来 的 控制 作用 也 将 随 之 不 断 改 述 , 在 这 
个 意 交 下 ,控制 系统 其 有 一 定 的 天 应 能 力 。 彝 如 ,由 十 对 象 特性 县 
初始 信息 比较 缺乏 ,系统 在 开始 投入 运行 时 性 能 可 能 不 理想 .但是 
民 要 经 过 一 段 运行 ,通过 在 线 辩 识 和 控制 以 后 ,控制 系统 可 以 这 多 
适应 ,最终 将 户 身 调整 到 - :个 满意 的 工作 状态 ,并 恒 系 统 的 性 能 指 
标 渐 近 好 赵 于 最 优 . 再 比如 其 些 被 控 对 策 ,其 特性 吕 能 作 运 行 过 程 
中 要 发 后 较 大 的 变化 ,但 足 通 过 在 线 辩 识 的 控制 ,系统 也 能 并 铺 过 
应 。 由 焉 可见; 北 过 辨识 (包括 对 系统 的 结 资 , 谷 数 ,性 能 指标 等 的 
叶 识 在 些 开拓 旧 通 诬 科 二 是 卢 洒 应 控制 系统 天 本 等 局 


下 全 
= 
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当然 常规 反馈 控制 系统 ,对 于 系统 内 部 特性 的 变化 和 外 部 抗 
动 的 影响 部 具有 - - 定 的 扣 制 能 几 , 但 是 常规 反馈 控制 系统 不 具 人 省 
上 述 * 自 适应 ”能力 .因此 , 当 系 统 内 部 特性 或 四 部 扰动 的 变化 幅度 
很 大 时 ,系统 的 性 能 指标 不 仅 不 nj 能 保持 最 优 ,而 量 常 常 要 太 帆 度 
下 降 , 甚 至 会 引起 系统 的 不 稳定 。 

出 此 可 见 ,对 于 那些 对 象 特性 或 扰动 特性 变化 范围 很 大 ,同时 
区 时 求 经 常 保 持 苘 性 能 指标 的 ~ 类 控制 系统 采用 里 到 应 控 市 古 息 
有 效 的 。 

最 后 应 当 指 出 , 自 适 这 控制 系统 比 常规 反馈 控制 系统 要 复 漆 
得 多 ,因此 成 本 也 高 得 多 ,而 且 常 常 还 需要 借 勘 于 计算 机 才能 够 实 
现 。 自 适应 控制 方案 只 是 在 常规 反馈 控制 达 不 到 期 望 的 性 能 指标 


时 才 考 虑 采用 的 。 
一 . 随 类 重要 的 自 关 应 控制 系统 


自从 59 年 代 末 出 美国 麻 省 理工 学 院 提 出 第 一 个 自 适 庶 控 制 
系统 以 来 ,先后 出 再 过 许多 形式 完全 不 同 的 自 适 应 控制 系统 。 但 
是 ,发 展 到 现 阶 段 , 无 论 从 理论 研究 和 实际 应 用 的 角度 来 看 ,比较 
成 总 的 自 适应 控制 系统 有 以 下 两 大 类 。 | 

i. 大考 模型 自 适 应 控制 ”参考 模型 自 适 应 控制 系统 由 以 下 
所 部 分 组 成 , 即 :参考 模型 .被 控 对 象 .常规 反馈 控制 器 和 自 适 应 控 
制 回路 (上 自 适 应 规则 ) ,系统 的 结构 图 如 图 5-] 所 示 。 

从 图 5-1 可 以 看 出 ;该 类 自 适 应 控制 系统 实际 是 在 原来 的 反 
证 控制 系统 的 楚 础 上 再 附加 一 个 参考 模型 和 一 个 控制 瘟 人 参数 的 日 
动 调节 回路 . 其 中 人 参考 模型 的 输出 响应 ys( 丰 直接 表示 系统 希望 的 
动态 响应 ,所 以 参考 模型 丰 当 于 输出 上 啊 度 的 一 个 祥 板 .这 种 用 模型 
输出 来 直接 表达 对 系统 的 性 能 要 求 , 往 往 是 很 直观 很 方便 药 。 

控制 器 参数 的 自 适应 调整 过 程 是 这 样 的 : 当 参 考 输入 r(f) 问 
时 加 到 系统 和 模 异 的 入 口 时 ,由 于 对 象 的 初始 参数 不 确定 (事先 未 
税 ) ,控制 器 的 初中 参数 不 可 能 整定 得 很 好 。 央 此 一 开始 系统 的 笨 


"hd 
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riry} 了 


又 考 模型 


[ 
ea 
a 
= ak? 
| 
| 
| 
] | 
| 
| 
四 加 
日 3 


图 5-1 做 考 模 型 轩 庆 应 控制 系统 的 结 档 图 

二 啊 应 3 与 模型 的 输出 王 序 中居) 十 不 会 完全 -- 竹 的 :结果 产 牛 
人 以 差 信忠 ela). 交集 贡 e( 进 入 月 站 应 调整 问 路 后 ,经 过 页 月 适应 
规则 所 决定 角 送 算 , 户 生 适 当 的 调 焊 作用 .直接 改 恋 控制 器 秀 参 
数 , 如 上 虹 育 接 改 赫 控 制 钥 和 认 丛 数 不 方 便 , 也 可 癌 生 等 癌 的 附加 控制 
作 几 ,如 图 5-1 中 同 线 所 示 . 从 市 使 系统 的 输出 y(t) 逐步 与 要 型 辆 
出 ?st 接近 ,直到 了 (一 总和 当 依 差 刁 二 el 二 0 后 ,自生 应 调 
整 过 程 就 月 动 停止 ,控制 匿 人 参数 也 就 目 动 整定 完毕 。 

由 此 可 见 , 兵 管 系统 初始 参数 未 知 , 人 通过 对 参考 模型 输出 
yz 和 对 象 输出 y() 的 莉 测 和 比较 以 及 相应 的 控制 器 参数 的 日 
适应 调 , 系 统 初 始 参 数 不 确定 对 系统 运行 性 能 的 影响 将 逐步 被 
减 小 .经 过 -- 段 运行 ,系统 对 参考 输入 的 动态 山 庶 最 终 将 月 动 地 调 
整 记 与 希望 前 动态 啊 应 相 一 狼 ， 这 就 是 和 参考 模型 日 适度 控 出 的 基 
本 工作 原理 . 当 对 每 特性 在 运行 中 发 牛 变化 时 ,控制 器 参数 果 局 造 
应 调整 过 程 与 上 上述 过 程 完 全 样 ， 

设计 这 类 自 适 应 这 制 系统 的 核心 里 是 是 如 何 瑚 定 与 下 应 规 
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。 甘 于 自 适 应 规则 的 确定 目前 任 在 两 类 不 同 的 原则 。 其 中 一 种 
te et ee 一 组 控制 器 的 会 数 ,使 
得 革 个 预定 的 性 能 指标 ,例如 

计 e le 


达到 最 小 。 自 适应 规则 的 另 一 种 设计 原则 是 基于 稳定 虱 理 论 。 其 
基本 轴 息 是 保证 控制 器 参数 的 自 适 应 调整 过 程 是 稳定 的 , 然 乒 丹 
使 这 个 调整 过 程 尽 可 能 收敛 得 快 一 些 , 由 于 目 这 应 控制 系统 一 般 
部 是 本 质 非 和 线性 的 ,因此 ,这 种 自 适应 规则 的 设计 自然 要 采用 适用 
于 非 绕 性 系统 的 稳定 理论 , 李 亚 普 诺 夫 稳定 理论 是 设计 白 适 应 控 
制 系 统 的 有 效 工 具 . 保 证 系统 稳定 是 条 统 设 计 最 基本 的 更 求 , 所 以 
基于 稳定 性 理论 的 自 适 应 原则 ,已 引起 了 广 证 的 注意 。 

2, 具有 被 控 对 象 数 学 模型 在 线 辨 识 的 眉 适 应 控制 ”这 类 品 
适应 控制 的 一 个 主要 特点 是 具有 被 榨 对 象 数学 模型 在 线 辩 识 环 
节 ,根据 系统 的 运行 数据 ,首先 对 被 控 对 篆 进 行 在 线 辨识 ,然后 上 骨 
根据 辨识 得 来 的 模型 参数 各 事先 指定 的 性 能 指标 ,人 在线 地 多 证 控 
市 作用 ,通常 这 类 系统 在 设计 辨识 算法 和 控制 算法 时 ,各 二 了 限 机 
抗 动 和 量 测 上 曝 声 的 影响 ,所 以 应 该 属于 在 线 的 随机 日 适应 探 删 系 
统 这 一 类 。 这 类 系统 的 结构 可 以 用 图 5-2 来 表示 。 图 中 ro 为 参 扣 
输入 ,wu 分别 汶 随 机 扰动 和 措 测 上 曲 声 ,8(f) ,x(2) 分 别 表 示 
对 象 的 参数 估计 和 状态 估计 。y6G) 为 对 象 的 观测 输出 ,at 为 控制 
输 和 人 。 

由 适应 控制 系统 由 被 控 对 象 . 辩 识 些 和 控 机 器 等 三 避 分 组 成 。 
辩 识 器 根据 一 定 的 估计 算法 ,在 线 地 计算 被 控 对 象 木 车 参数 日 和 
未 知 状 态 x(2) 的 售 值 8c,x(t)。 控 制 医 再 利用 售 但 8(1) xt) 以 
及 事先 指 完 的 尾 能 指标 ,确定 最 优 控 制作 用 ac 。 这 样 , 经 过 和 不断 
的 辩 识 和 控制 ,系统 的 性 能 指标 将 狐 近 地 趋 于 最 优 . 这 是 出 十 在 这 
类 自 适应 控制 条 统 中 ,被 控 对 每 的 初始 不 确定 性 可 以 秆 过 对 对 旬 
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图 5-2 具有 在 线 住 辨识 的 自 适应 控制 系统 

参数 和 状态 的 在 线 合 汁 而 逐步 得 到 减 小 ,如 果 对 象 的 参数 估计 6 
( 世 和 状态 估计 xx 都 是 收敛 的 , 币 卫 最 后 都 渐 近 地 收 仇 到 它们 各 
自 的 真 值 ,那么 ,最 后 的 上 自 适 应 控制 也 将 收 伍 到 其 最 优 控 制 ( 对 象 
参数 已 知 时 的 最 做 控制 )， 

图 5-2 中 的 辨识 器 和 控制 器 实 策 都 是 一 些 递 推 关 系 , 在 工程 
上 要 实时 才 完 成 所 需 的 递 推 和 运算 必须 采用 数字 计算 机 ,因此 ,这 类 
随机 自 适应 控制 系统 实际 上 是 - 荣 计 算 机 控制 系统 。 自 适应 控制 
的 理论 基础 ,是 估计 理论 和 随机 最 优 控制 理论 .估计 理论 中 最 成 功 
部 分 是 前 面 介 绍 移 卡 尔 曼 滤波 理论 , 它 不 仅 可 以 应 用 于 状态 估计 ， 
也 可 应 用 于 系统 参数 的 估计 。 随 机 最 优 控 制 理论 和 自 适 应 控制 有 
着 十 分 澡 切 的 联系 。 自 适应 控制 的 基本 部 分 就 是 随机 系统 的 目 征 
应 控制 

二 . 自 适 应 控制 的 应 用 

自从 50 年 代 末 ,由 于 飞行 控制 的 需要 ,美国 麻 省 理工 学 院 的 
怀特 克 ( 玖 hitaker) 首先 握 出 了 参考 模型 自 适 应 控制 方法 .并且 企 
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图 用 它 来 解决 飞行 器 的 自动 朗 驶 仪 问题 。 限 于 当时 计算 机 技术 和 
控制 理论 的 发 展 水 平 ,这 些 新 的 控制 思想 ,没有 得 到 应 有 的 普及 和 
推广 。 和 尔后 ,经 过 二 十 佘 年 的 努力 , 目 适 应 控制 理论 和 系统 的 斌 计 
方法 都 有 了 一 定 的 进展 ,特别 是 由 于 近 十 余年 来 计算 机 技术 的 飞 
速 发 展 ,微型 计算 术 和 币 处 理 机 的 广汉 普及 , 目 造 应 控制 的 应 用 这 
个 课题 又 重新 引起 控制 工程 师 们 很 大 的 兴趣 ,70 年 代 以 米 , 月 运 
应 控制 不 仅 在 工程 应 用 方面 取得 了 较 大 的 进步 ,出 现 了 一 批 成 功 
应 用 的 实例 ,在 非 工程 领域 ,如 :社会 .经 济 ,管理 .生物 .医学 等 方 
面 也 进行 了 一 些 新 的 探索 。 

如 前 所 述 ,飞行 器 的 控制 是 较 早 应 用 自 适 应 控制 技术 的 领域 。 
这 蚌 由 于 飞机 的 动态 特性 决定 于 许多 环境 参数 和 结构 参数 ,例如 ， 
动态 气压 高度. 质量. 机 可 和 角 ,. 阻 尼 板 位 置 等 等 参数 。 在 不 同 的 环 
境 下 ,这 地 参数 可 能 在 相当 大 的 范围 内 变化 ,因此 ,要 想 在 不 同 的 

行 条 件 下 都 能 获得 总 性 能 指标 往往 是 很 困难 的 。 传统 的 解决 办 
法 是 根据 森 同 的 环境 条 件 , 按 事先 安排 好 的 程序 ,切换 控制 带 的 增 
益 以 适应 不 间 的 环境 ,为 了 确定 当时 的 环境 条 件 , 需 要 其 测 所 有 影 
响 飞 机 动态 特 和 村 的 参数 ,这 种 办 法 扎 不 经 莘 ,也 不 现实 ,实践 中 只 
能 测量 几 个 主要 参数 ,例如 只 量 测 动 态 气 于 和 入 度 , 因 此 控制 性 能 
不 可 能 很 理想 ,对 于 飞机 这 种 工作 环境 复杂 ,参数 变化 幅度 大 的 被 
控 对 象 ,采用 自 适 应 控制 方案 当然 是 十 分 合理 的 . 甘 为 来 用 自生 应 
控制 以 后 ,不 仅 常 规 控制 系统 中 使 用 的 复杂 的 传 感 闫 可 以 大 六 证 
省 ;而且 在 不 同 飞行 条 件 下 的 控制 性 能 也 得 到 改善 ， 

大 型 油 索 的 自动 驾驶 仪 是 成 功 应 用 随机 上 自 适应 控制 的 男 一 个 
例子 ,用 它 了 取代 了 诛 有 的 PID 调节 北 . 实 路 证 明 , 在 变 北 的 复 隶 承 
机 环境 下 ,例如 在 海浪 ,潮流 .阵风 等 的 扰动 下 ,以 及 在 不 同 的 气候 
条 件 .不 同 的 负荷 .不 同 的 航速 下 ,油轮 都 能 适应 ,并 县 能 够 经 济 地 
和 有 稳 征 可 草地 工作 ， 

企 工 业 过 程控 制 方面 .由 于 原材料 的 成 分 不 稳定 (其 成 分 症 随 
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机 波动 的 ) ,或 者 由 于 改换 产品 品种 ,或 者 由 于 设备 磨损 ,这 些 因素 
都 要 使 生产 的 工艺 参数 发 生变 化 ,从 而 使 产品 质量 不 稳定 ,常规 的 
PID 调节 器 不 能 很 好 地 适应 工 瞩 参数 的 变化 ,需要 经 常 进行 调整 ， 
当 采 用 具有 自 适 应 功能 的 自 校正 调节 器 后 ,由 于 调节 器 参数 可 以 
随 环境 和 特性 的 变化 询 自 动 整定 ,所 以 对 于 各 种 不 同 的 运行 条 件 ， 
调节 器 都 能 很 好 地 工作 ,并 且 使 被 控 过 程 输 出 对 其 设 定 值 的 方差 
灶 到 最 小 ,这 样 产品 的 质量 就 比较 稳定 ,同时 也 能 节省 原材料 的 消 
耗 。 另 外 ,由 于 自 校 正 调 节 器 的 算法 简单 , 道 常用 微型 计算 机 就 可 
以 实现 ,因此 ,最近 纱 年 在 工业 过 程控 制 的 许多 领域 ,例如 :造纸 机 
的 基 重 控制 , 湿 关 控制 ;水 泥 的 配料 控制 ;蒸煮 器 和 热 交 换 器 的 温 
度 控 制 等 等 方面 ,应 用 自 校 正 调 节 器 都 取得 了 一 定 的 成 功 。 

在 电力 拖 动 领域 ,近年 来 成 功 地 应 用 了 和 参考 模型 自 拓 应 控制 
技术 ,由 可 控 竺 变 流 器 供电 的 直流 调 速 和 交流 调 速 系统 ,在 采用 了 
自 适 应 的 电流 调节 器 和 速度 调节 器 后 ,可 以 保证 当 系 统 和 参数 , 例 
如 :惯量 .时 间 常 数 .放大 倍数 等 等 在 大 范围 内 变化 ,甚至 当 系 统 结 
构 也 发 生变 化 时 ;直流 调 速 系统 中 当主 回路 的 电流 由 连续 次 到 断 
续 时 ; 癌 流 器 一 电动 机 系统 的 开 环 传递 孙 数 由 - 阶 变 为 一 阶 ,而 且 
增益 和 时 间 常 数 的 变化 幅度 可 能 达到 数 十 悦 时 ,即使 对 象 的 结构 
和 参数 发 生 如 此 巨大 的 变化 ,但 通过 自 适应 , 调 速 系统 的 动态 响应 
仍旧 可 以 保持 与 希望 的 响应 (参考 模型 的 输出 1 相 接 近 , 闪 而 为 设 
计 高 性 能 的 调 速 系统 提供 了 -一 条 重要 途径 。 在 高 精度 的 随 动 系统 
中 ,例如 卫星 跟踪 望远镜 ,由 于 采用 了 参考 模型 自 适应 控制 技术 ， 
自动 补 届 了 在 低速 和 超 低 速 运行 时 ,系统 惯量 的 变化 ,增益 的 变 
化 ,以 及 摩擦 负载 的 非 线性 特性 的 变化 ,从 而 大 幅度 地 提高 六 系 统 
的 稳 态 和 动态 归 踪 精度 。 

以 上 介绍 的 屁 江 几 年 来 自 适 应 控制 在 工程 应 用 上 方面 的 儿 个 实 
例 ,， 由 此 已 能 充分 肯定 自 适应 控制 的 必要 性 。 利 用 这 种 控制 技术 
的 确 能 够 解决 一 些 常规 反馈 控制 所 不 能 解决 的 复杂 的 控制 课题 ， 
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从 妆 一 方面 看 , 徽 型 计算 机 和 微 处 理 桃 的 价格 日 益 下 降 , 这 也 为 肯 
适应 控制 技术 的 具体 实现 提供 了 比较 有 和 的 物质 基础 .因此 ,可 以 
预料 , 目 庆 应 控制 技术 的 应 用 在 今后 还 会 有 更 大 的 发 展 。 

在 非 工 程 应 用 方面 ,如 何 应 用 目 适 应 控制 方法 来 研究 具有 不 
确定 性 的 高 维 数 的 大 系统 ,这 是 一 个 值得 注意 的 新 动向 。 另 外 ,应 
用 对 侦 必 原理 研究 随机 资源 分 配 问 题 ,研究 宏观 经 济 系统 的 随机 
最 优化 问题 ,近年 来 也 引起 了 人 们 的 注意 ， 

和 目 适应 控制 系统 的 进一步 的 发 展 将 走向 所 谓 " 巨 堂 习 ?系统 和 
“智能 撞 制 "系统 .这 类 系统 除 具 有 前 述 一 般 的 日 适应 功能 外 ,还 应 
当 拥 有 :大 型 记忆 、 模 式 识别 以 及 各 式 各 样 带 有 智能 竹 的 高 级 决策 
功能 .这 类 系统 能 够 记 住 系统 过 去 的 经 验 和 教训 ,识别 曾经 发 生 过 
的 情 沈 ,并 且 能 够 蔡 于 过 去 的 经 验 来 逐步 改进 其 自 适 应 动作 ,这 类 
系 竹 所 有 用 的 方法 队 解 机 方法 外 ,更 重要 的 是 模拟 人 类 行 为 的 方 
法 。 所 以 研究 这 类 系统 ; 际 需 要 控制 理论 的 知 识 外 ,还 和 需要 大 量 其 
他 方面 的 专业 知识 ,这 将 大 大 超出 本 书 讨论 范围 。 另 外 ,无 论 是 理 
论 人 研究 还 是 实际 应 用 ,这 类 系统 目前 神 还 处 在 探索 阶段 。 


站 是 


1. 如 图 6-1 ,随机 信号 x(6 通 过 传递 函数 为 1/(s 十 1) 的 滤波 
器 变 六 信号 y(1)。 设 和 白 相 关 博 数 
= 2.” Irli2 


试 求 出 (i) CSI HH] ps) 


i) yi) 
有 3 十? 
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2， 旭 图 6-2 , 试 求 出 使 er(1) 一 min. 的 最 优 滤波 髓 传递 函数 
G(s)。 这 里 4(2) 与 +) 无 关上 且 为 白 噪声 ,它们 的 频谱 窗 度 分 别 为 


Ps(jo) = TE (ja) = 1 
3. 已 知 一 个 各 态 经 而 的 平稳 的 物理 系统 ,其 状态 方程 和 输出 
方程 为 
Tj 人 G11rrdt) 0 
= |。 + 加 区 2 
人 一 [1 ol 上 + tr) 
式 中 避 C} w(t) 分 着 为 系统 的 模型 噪声 和 量 测 曲 声 ,有 旦 有 下 烈性 
质 ， 


Eliwti =O0Elwtt rwtt) =o) 
E{vl)}=0;E{v(t+ rw) } = Re(r) 
求 上 述 系统 的 卡尔 曼 滤 波 方 程 。( 提 示 ; 对 于 平稳 随机 过 程 ,六 (t) 
二 0) 
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附录 
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